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了 中 


前 


遍历 论 是 一 个 数学 分 支 , 研究 具有 不 变 测度 的 动力 系统 的 相关 课 
题 . 遍历 论 可 以 追溯 到 19 世纪 中 叶 , 那个 时 期 的 Boltzmann 的 众多 遍 
历 假 设 可 以 抽象 地 描述 为 : 孤立 力学 系统 的 几乎 所 有 运动 轨道 其 时 间 
平均 等 于 空间 平均 . Boltzmann 的 遍历 假设 是 统计 力学 的 基础 . 20 世 
纪 30 年 代 建立 的 遍历 定理 则 从 数学 上 严格 证 明了 时 间 平 均等 于 空间 
平均 的 基本 事实 . 在 遍历 定理 建立 之 后 , 遍历 论 有 了 巨大 发 展 . 下 面 我 
们 稍微 详细 地 介绍 一 下 遍历 论 . 

用 X 表示 一 个 具有 一 定数 学 结构 的 状态 空间 , 如 可 测 空间 、 拓 扑 
空间 、 微分 流 形 等 . X 中 的 元 素 称 为 状态 点 . 考虑 一 个 一 一 对 应 的 映射 
( 既 满 的 且 单 的 映射 ) :XX 一 X， z mm T(z). 记 T-! 为 T 的 逆 映 射 , 它 
满足 ToT-! =T-!1oT = id, 这 里 id 为 恒 同 映射 : id(z) = zx, Vz € X. 
本 书 中 用 N 表 全 体 正 整数 所 成 之 集 , 用 Z 表 全 体 整 数 所 成 之 集 . 记 


T"*=ToTo...oT, T=id, T-"*=T-!oT-!lo...oT-!, neN， 
则 称 映射 序列 {T"}+% 为 定义 在 状态 空间 X 上 的 离散 动力 系统 , 简 
称 动力 系统 . 注意 到 对 每 个 n € Z,，Tn 均 可 由 T (或 者 它 的 逆 T-!) 
经 迭代 给 出 , 人们 也 称 映射 了 : X 一 XX 为 离散 动力 系统 , 或 简称 动 
力 系统 . 有 时 将 此 动力 系统 表述 为 (X,T). 对 于 状态 点 zx e X, 集合 
Orb(z,T) = {T"z| n e Z} 称 为 它 的 轨道 . 动力 系统 的 定性 理论 主要 
研究 状态 点 的 轨道 结构 . 

不 妨 把 我 们 考虑 的 对 象 更 限制 一 些 , 即 设 X 为 拓扑 空间 , T 为 连 

续 的 一 一 对 应 的 映射 , 且 T-: 也 连续 . 依照 拓扑 学 中 的 术语 , 称 T 为 
连续 同 胚 , 简称 同 胚 . 人 们 称 (X,T) 为 离散 拓扑 动力 系统 , 简称 拓扑 动 
力 系统 或 动力 系统 . 如 果菜 个 状态 点 z 其 轨道 Orb(z,T) 在 X 中 稠密 ， 
即 Orb(z,T) = X (稠密 的 概念 需要 状态 空间 的 拓扑 ), 则 X 中 的 状态 
点 可 由 Orb(z,T) 中 的 状态 点 无 限 逼 近 . 换言之 , 轨道 Orb(z,T) 逼近 
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空间 X 中 的 所 有 状态 点 , 是 极限 意义 下 遍历 所 有 状态 的 轨道 , 是 一 种 
所 谓 的 遍历 轨道 本 书 正文 中 我 们 将 看 到 , 遍历 轨道 的 概念 可 以 在 一 
般 的 概率 系统 (在 那里 X 不 一 定 具有 拓扑 ,T 不 一 定 连续 ) 中 引进 , 其 
定义 的 方式 和 这 里 有 所 不 同 . 我 们 将 看 到 , 在 一 些 动力 系统 中 ,“ 几 乎 
所 有 ”轨道 都 是 遍历 的 . 遍历 论 是 用 拓扑 的 和 统计 的 方法 研究 几乎 所 
有 状态 点 (包含 了 所 有 “重要 ”的 状态 点 , 其 轨道 可 以 是 遍历 的 也 可 以 
不 是 遍历 的 ) 的 轨道 结构 . “遍历 “几乎 所 有 ”这 些 术 语 在 本 书 正文 
中 都 会 有 确切 定义 . 

本 书 中 用 及 表 实 数 集 . 如 果 一 个 连续 映射 由 : XxR 一 X，(z,) 一 
9(z,t) 满足 : (i) gz,0) = z，Yz e Xi (ii) gg(z,s), = gz,s+b，Yr € 
X,， Vs,t € 及 , 则 称 p 为 一 个 连续 动力 系统 , 或 简称 为 一 个 流 . 对 连续 
动力 系统 或 流 也 可 以 讨论 遍历 理论 . 对 每 个 固定 的 时 间 t, 称 办 为 流 
9 的 时 间 t 映射 , 即 加 : X 一 X 形成 一 个 离散 动力 系统 . 一 般 地 , 离散 
系统 办 (此 时 上 固定) 比 流 $ 处 理 起 来 要 简单 些 . 在 遍历 理论 的 一 些 
课题 中 , 对 离散 动力 系统 p, 成 立 的 结论 能 够 平行 地 推广 到 流 p, 因而 
只 就 离散 动力 系统 作 讨论 ; 在 另外 的 一 些 课题 中 , 两 者 的 差别 很 大 , 因 
而 将 离散 动力 系统 和 流 分 别 讨论 . 

如 果 我 们 限制 X 为 微分 流 形 , T : X 一 XX 为 微分 同 胚 , 即 了 为 
一 一 对 应 的 映射 且 T 和 了 7-! 都 是 可 微分 的 映射 , 则 (X,T) 叫做 ( 离 
散 的 ) 微分 动力 系统 . 类 似 地 , 可 以 定义 连续 的 微分 动力 系统 或 可 微 流 . 
微分 动力 系统 的 遍历 理论 叫做 微分 遍历 论 . 微分 遍历 论 之 于 基本 的 遍 
历 论 (或 者 叫做 拓扑 遍历 论 ) 的 特色 在 于 微分 结构 和 线性 化 方法 , 进而 
得 到 更 丰富 的 成 果 . 本 书 仅 介绍 基本 的 遍历 论 , 简称 遍历 论 . 

Birkhof 遍历 定理 是 遍历 论 的 一 个 基本 重要 定理 . 它 指出 , 在 遍 
历 的 动力 系统 中 , 一 个 可 积 函数 沿 着 几乎 每 一 条 轨道 的 时 间 平 均 都 等 
于 这 个 函数 的 空间 平均 . 在 依据 Birkhoff 遍历 定理 为 基础 的 重要 成 果 
中 , 有 一 个 被 称 为 乘法 遍历 定理 ， 它 已 经 成 为 微分 遍历 论 的 基本 重要 
定理 . 

遍历 论 的 一 个 辉煌 成 果 是 炉 理 论 . 它 用 取 自 [0, co] 的 数字 (这 里 
不 妨 把 oo 也 称 为 “数字 ”) 来 表示 一 个 概率 系统 (保持 一 个 概率 测度 
的 动力 系统 ) 或 拓扑 动力 系统 的 运动 复杂 程度 . 概率 系统 有 测度 炉 理 
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论 , 拓扑 动力 系统 有 拓扑 炉 理 论 , 两 个 理论 由 变 分 原理 紧密 联系 . 

一 般 而 言 , 遍历 论 是 处 理 随时 间 演 化 的 系统 (动力 系统 ) 的 动力 学 
性 质 的 强 有 力 的 综合 性 方法 , 不 仅 惠 及 数学 的 相关 学 科 , 而 且 对 物理 
学 , 生物 学 , 化 学 , 经 济 学 等 有 重要 应 用 . 

北京 大 学 数学 科学 学 院 研究 生 的 遍历 论 课程 已 经 开设 多 年 . 本 书 
即 由 这 个 课程 的 讲义 整理 而 成 ， 需 用 一 个 学 期 的 时 间 讲 授 . 目前 , 已 
有 几 本 遍历 论 的 英文 教材 , 如 P. Walters 的 An introduction to ergodic 
theory, M. Pollicott 和 M. Yuri 的 Dynamical systems and ergodic theory 
等 . 读者 可 以 参考 这 些 教材 . 本 书 注重 于 遍历 理论 的 基本 定理 , 基础 知 
识 , 基本 技术 和 重要 应 用 , 也 适当 介绍 了 最 新 研究 成 果 , 力图 兼顾 普遍 
性 与 专门 化 . 本 书 共有 8 章 , 第 1 章 介 绍 预 备 知识 ; 第 7 章 介 绍 流 的 
烂 理 论 , 相对 独立 ; 第 2, 3, 4, 5, 6, 8 章 分 别 介绍 了 Birkhof 遍历 定理 ， 
测度 入 理 论 , Shannon-McMillan-Breiman 定理 , 拓扑 粮 理论 , 变 分 原理 ， 
遍历 分 解 定理 , 拓扑 压 理论 等 遍历 论 的 基本 知识 . 

北京 大 学 数学 科学 学 院 研究 生 在 使 用 本 教材 时 提出 过 许多 很 好 的 
意见 和 建议 , 周 云 华 博士 承担 了 将 讲义 打字 编排 成 书 的 工作 , 廖 刚 博士 
为 习题 给 出 提示 . 在 此 , 向 他 们 诚挚 地 表达 我 的 谢意 ! 


孙 文 祥 
2012 年 3 月 
于 北京 大 学 数学 科学 学 院 
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第 1 章 预备 知识 


本 章 作为 预备 知识 , 主要 介绍 测度 论 的 一 些 基础 知识 , 包括 代 
数 与 测度 , 可 测 函 数 与 积分 等 . 


81.1 o 代数 与 测度 


1.1.1 ”概率 空间 的 定义 


定义 1.1.1 设 XX 是 一 个 集合 . 考虑 由 X 的 一 些 子 集 构成 的 集 
类 B. 称 8 为 oa 代数 , 如 果 它 满足 下 面 三 个 条 件 : 

(XeB; 

(i BeB 蕴 涵 X\BeB; 


(ii) BE 8B (ne N) 蕴涵 U Bn e 有 . 


n=1 

换言之 , o 代数 是 包含 全 集合 X, 且 对 取 余 的 运算 , 可 数 并 运算 以 
及 可 数 交 运算 均 封闭 的 集 类 . 我 们 称 (X, 8) 为 可 测 空间 , 称 8 中 的 元 
素 为 可 测 集 . 

定义 1.1.2 (X,B8) 上 的 概率 测度 (本 书 中 简称 为 测度 ) 是 指 一 个 
函数 m : B 一 [0,1], 它 满足 下 面 三 个 条 件 : 

() m(2)=0; 

Gi) m(X) =1; 


(iii) 车 {B,}? C 8 为 互 不 相交 的 子 集 序列 时 , 则 


m (Db 中) = Sm(B,). 
n=] n=1 


我 们 称 (X, B,m) 为 概率 测度 空间 . 如 果 去 掉 m(X) = 1 的 限制 , 则 称 
(X,B,m) 为 有 限 测 度 空 间 . 
本 书 一 般 考 虑 概率 测度 空间 , 简称 测度 空间 或 概率 空间 . 
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例 1.1.1 2x = {4c X} 是 o 代数 . 对 取 定 的 一 点 ze X, 令 
0 :2x 一 [0,1]， 
5 四- 人 当 ze 巨 时 ， 
0， 当 zgB 时 ， 
则 5z 是 一 个 测度 . 我 们 称 5, 为 zx 点 的 点 测度 . (X,2X,6;) 是 一 个 概 
率 空间 . 
构造 可 测 空间 通常 分 两 步 : 先 选取 X 的 一 些 (就 某 种 目的 而 言 ) 
感 兴趣 的 子 集 , 之 后 再 考虑 能 包含 这 些 子 集合 的 最 小 o 代数 . 这 样 做 
是 合理 的 , 因为 首先 2X 总 是 一 个 o 代数 , 其 次 任意 多 个 o 代数 之 交 
仍 是 o 代数 . 
定义 1.1.3 ”由 X 的 一 些 子 集 构成 的 集 类 S 称 为 半 代数 , 如 果 它 
满足 下 面 三 个 条 件 : 
(oes; 
(ii 4,BES 北 涵 ANBEe Ss; 
(说) 车 4e 5, 则 X\A4= 【jE, 其 中 i,…, ,eS 两 两 不 相 


i=1 
交 ,n e N. 


定义 1.1.4 由 X 的 一 些 子 集 构成 的 集 类 A 称 为 代数 , 如 果 它 
满足 下 面 三 个 条 件 : 

(i) ge .4; 

(bD 4,Be A 蕴涵 ANBeA; 

(ii 车 4e4, 则 XN4e-4. 

一 个 o 代数 自然 满足 代数 的 各 条 公理 , 而 代数 也 自然 是 半 代 数 . 

定义 1.1.5 ”一 个 函数 7 :5 一 [0,1] 是 有 限 可 加 的 , 如 果 

(0) 7(2) = 0; 

(i 若 {B;}? (BisS) 为 互 不 相交 的 子 集 序列 , 且 | | BieS 时 , 有 


i=1 
到 四 5 三 > 7r(Bi). 
i=1 


i=1 


称 7 为 可 数 可 加 的 ， 如 果 上 述 的 条 件 (i) 置换 成 下 面 的 条 件 : 若 


81.1 0o 代数 与 测度 3 


{Bi}>(Bi e B) 为 互 不 相交 的 子 集 序列 , 且 | B; s S 时 , 有 


i=1 


T (L a) 过 条 r(B)) 


i=1 
自然 , 可 数 可 加 性 质 蕴涵 有 限 可 加 性 质 ， 对 定义 在 代数 4 或 o 代数 
B 上 的 非 负 函 数 , 可 以 类 似 定义 有 限 可 加 性 及 可 数 可 加 性 ， 概 率 空间 
(X,B,m) 中 的 测度 m 是 定义 在 o 代数 B 上 的 可 数 可 加 函数 . 


1.1.2 ”概率 空间 的 形成 


在 集合 X 上 给 定 一 个 半 代 数 S 和 一 个 有 限 可 加 (或 可 数 可 加 ) 函 
数 r:S 一 [0,1]. 现在 讨论 如 何 扩张 成 一 个 概率 空间 . 将 包含 S 的 所 
有 代数 做 交集 , 则 得 到 包含 S 的 最 小 代数 , 记 成 4(S). 将 包含 代数 4 
的 所 有 o 代数 做 交集 , 则 得 到 包含 4 的 最 小 o 代数 , 记 成 B(A4). 

定理 1.1.1 设 S 为 X 的 一 些 子 集合 构成 的 半 代 数 , 则 S 生成 
的 代数 4(S) 恰 由 X 中 所 有 这 样 的 子 集 组 成 , 即 每 个 子 集 均 能 表示 成 
S 中 有 限 个 互 不 相交 元 素 之 并 : 


A(S) = {= Us EE; € S， 忆 1,…, En 互 不 相交 ， en]. 


i=1 


证 明 记 


i=1 


首先 验证 6 满足 代数 定义 的 三 条 公理 . 第 (i) 条 是 显然 成 立 的 . 设 已 = 
品 ,这 里 己 ,…, Em 均 属于 S 且 互 不 相交 , 再 设 已 = | 瓦 , 其 中 


i=1 =} 
夏 ,…, Fn 均 属 于 S 且 互 不 相交 , 则 
ENF= () (EiNE,) 


i=1,2. mm 
j= on 


为 S 中 元 素 E; Nn F; 的 不 交 并 , 因而 第 (i) 条 公理 满足 ， 为 证 ( 阁 )， 
é 
先 由 半 代 数 定义 把 X = XNS 表示 为 有 限 个 不 交 元 素 的 并 X = 【人 Di， 


I=1 


e-{s-Us|aes 羽 ，,… ,En 互 不 相交 ， en- 


4 第 1 章 预备 知识 


Dj; esS. 则 


x*\s-U (pn\U5)=U (Ps) 


由 半 代 数 的 公理 有 p 
X\E= (JG, 


r=1 


其 中 G1,…, Gy 均 属 于 S 且 两 两 不 交 . 于 是 


p p 
pn\a=pn0\ -Dn (U | = (J(D;nG), 


r=1 fs 


这 里 Dj nmGr e S, 进而 Dj \ E; € E. 因为 6 已 经 满足 代数 公理 (ii)， 


m a 


门 (Dj \ 5i) e 2, 注意 到 当 广 关 思 时 Di 关 Di 于 是 XN\ 瑟 为 S 中 


i=1 
有 限 个 不 交 元 素 之 并 . 故 代数 公理 的 第 (iii) 条 也 满足 . 至 此 证 明 & 是 
代数 且 包 含 5. 

然后 证 明 2 为 包含 5 的 最 小 代数 . 设 4 为 一 个 包含 S 的 代数 . 任 


取 碍 = | E;e E, 其 中 忆 ,…, Em 属于 S 且 互 不 相交 . 由 X\EieA 


i=1 


知 


XxX\B= /|X \B)eA 


i=1 
由 此 可 得 出 EE=X\(X\E)eA, 即 EcA. 口 
定理 1.1.2 设 S 为 X 的 一 些 子 集合 构成 的 半 代数 .7 :S 一 [0,1] 
是 一 个 有 限 可 加 (可 数 可 加 ) 函数 , 则 存在 唯一 的 有 限 可 加 (可 数 可 加 ) 
函数 7: 4(S) 一 [0,1], 满足 1(B)=7(B)，BEeS. 


m 


证 明 ” 任 取 定 Ee A(S), 则 巨 = 【Ei, 其 中 忆 ,…, En 均 属 于 


i=1 
S 且 互 不 相交 . 定义 1(E) = 》 7(Ei). 
i=]1 


如 果 巨 = [| 已, 其 中 后 ,Rn 均 属 于 S 且 互 不 相交 , 则 


j=1 
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进而 由 7 的 可 加 性 知 


这 表明 六 的 定义 是 合理 的 . 
nl 的 可 加 性 由 定义 直接 验证 . m 显然 是 7 的 扩充 . 下 面 验证 这 是 
唯一 的 扩充 . 事实 上 , 假如 ~' : 4(S) 一 [0,1] 也 是 7 的 扩充 . 任 取 定 


一 ,其 中 瑟 ,…, Eo 均 属于 S 且 互 不 相交 , 则 有 


i=1 


T(E)= PDEA = Yr(E,) 


i=1 记 1 


亦 即 ~' =n. 
或 许 X 不 是 S 中 的 元 素 , 但 是 X = X \Z 总 能 表示 为 S 中 有 限 


个 成 员 如 羽 ，,…,E, 的 不 交 并 : 一 旦 7(Bi) = 1, 则 有 ni(X)= 1， 


t=1 
这 里 ni(X) = 》, T(Ei) 由 定理 1.1.2 得 出 . 
i=]1 
下 面 定理 的 证 明 可 参见 参考 文献 [10]. 
定理 1.1.3 设 4 为 X 的 一 些 子 集 构 成 的 代数 , 而 六 : 4 一 
[0, 1] 为 可 数 可 加 的 函数 , 满足 ni(X) = 1, 则 存在 唯一 的 概率 测度 7 : 
A) 一 [0,1], 满足 12(4) = 1(4), vA € 4. 
设 给 定 X 上 的 一 个 半 代 数 S 和 一 个 可 数 可 加 函数 7 : S 一 [0,1]， 


并 进一步 假定 X 表示 为 S 中 有 限 个 成 员 如 E1,…, En 的 不 交 并 , 满 
足 > ,7(E;) = 1, 则 由 上 面 的 三 个 定理 我 们 可 以 确定 唯一 的 概率 空间 


i=1 
(X,B(A(S)), 72). 
由 上 面 的 定理 , 当 我 们 知道 半 代 数 5 的 元 素 时 就 能 知道 它 生成 的 
代数 A(S) 中 的 元 素 , 但 是 , 我 们 一 般 不 知道 生成 的 o 代数 B(A(5)) 
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中 而 没 在 代数 4(S) 中 的 元 素 , 能 够 把 握 的 则 是 用 代数 .4(S) 中 的 元 素 
逼近 o 代数 B(4(S)) 的 元 素 . 这 种 逼近 的 程度 可 由 对 称 差 的 测度 来 描 
述 . 设 (X,B,m) 为 概率 空间 . 两 个 可 测 集 4 和 B 的 对 称 差 4AB 指 
的 是 (4\B)+(B\4). 下 面 定理 可 参见 参考 文献 [7]. 

定理 1.1.4 设 (X, 5,m) 为 概率 空间 , 4 为 一 个 代数 ,满足 8(A) = 
5, 则 对 任意 => 0 和 Be B, 存在 Ae A, 使 得 m(A4AB) < <. 

例 1.1.2 S={g,[0,],(a,9j10<a<b<g1} 是 [0,1] 上 的 半 代 
数 而 不 是 代数 . 事实 上 , 半 代 数 的 三 条 公理 易 验 证 . 至 于 不 能 成 为 代数 
的 理由 如 下 : 


定义 7 :5S 一 [0,1], 7(2) = 0,7([0,4]) = 6b, r((a) =b 一 a. 由 上 面 的 
几 个 定理 知 , S 可 唯一 扩张 成 c 代数 , 而 7 可 唯一 扩张 成 概率 测度 . 此 
概率 测度 叫做 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 . 

1.1.3 ”单调 类 和 o 代数 


定义 1.1.6 XX 的 一 些 子 集合 组 成 的 类 C 叫做 单调 类 , 如 果 
(i) 对 单调 增 的 集合 序列 的 并 封闭 , 即 


oo 
EcEkc..., Eec— [Bec; 


i=1 


(ii) 对 单调 减 的 集合 序列 的 交 封 闭 , 即 


RoR Rec=> /Rec. 
i=1 

显然 2* 是 单调 类 , 所 以 任何 集合 类 都 有 包含 它 的 单调 类 . 直接 验 
证 可 知 , 单调 类 的 交集 还 是 单调 类 . 对 给 定 的 一 个 代数 A. 包含 4 的 
所 有 单调 类 之 交 则 是 包含 4 的 最 小 单调 类 . 称 之 为 4 生成 的 单调 类 ， 
记 成 C(A4). 

定理 1.1.5 设 A4 为 由 X 的 一 些 子 集 构成 的 代数 , C(4) 为 4 生 
成 的 单调 类 , 则 C(4) = 8(A). 
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证 明 ”我 们 验证 C(A) 对 余 运 算 封闭 . 令 
M= {EeC(A|E=X\EeCc(A)}. 


自然 A c _M. 现在 证 明 AM 形成 单调 类 . 设 El C E2 CcC……,EieM,， 
则 让 
E=[)E:ec(A). 


i=1 


记 包 =X\Ei, 有 


EDBE2..., EeM, (\Bec(A). 


i=1 


由 此 可 得 X\ 已 = 门 以 sc(A, 进而 可 得 已 < KM. 这 说 明 KM 对 音 


1 一 1 
调 增 的 集合 序列 的 并 封闭 . 同 理 可 证 , 它 对 单调 减 的 集合 序列 的 交 封 
闭 , 进而 是 单调 类 . 而 M 作为 包含 4 的 单调 类 必 等 同 于 C(4), 这 说 
明 C(4) 对 余 运 算 封 闭 . 
现在 验证 C(4) 对 取 有 限 交 运算 也 封闭 . 为 此 , 对 eC(4), 令 


Mg= {FeC(A)| ENF ecC(A)}. 
因为 ge MP, 则 有 AME 关 G. 对 Me 中 的 单调 增 的 集合 序列 FC 
及 c.…, 令 下 = 局 因 {Bn Rh)} 是 C(A) 中 的 单调 增 的 集合 序列 ， 


i=1 


且 ENF=【(EnF)eC(4), 进 而 Fe Ma, 故 Me 对 单调 增 的 集 


i=1 
合 序列 的 并 封闭 . 同 理 可 证 , 它 对 单调 减 的 集合 序列 的 交 封 闭 . 于 是 ， 
对 每 个 Ee C(A), ME 是 单调 类 . 当 取 Ee 4 时 , 易 见 4C Mes, 进 
而 ME = C(4). 这 说 明 C(4) 对 有 限 交 运算 封闭 . 至 此 证 明了 C(4) 是 
代数 . 
设 Be C(A), ie N. 因 C(A) 是 代数 , 则 | E; e C(A). 作为 单调 


i=l 


增 序列 化 5) 的 无 限 并 , jE; 必 属于 CCA). 故 CC) 是 = 代 
n=1 i=1 


j= 


8 第 1 章 预备 知识 


数 且 包含 4. 注意 到 8(A) 是 包含 4 的 最 小 o 代数 以 及 8B(A) 显然 是 

单调 类 , 则 C(.4) 等 同 于 B(.4). 
定理 1.1.5 说 明 , 要 从 代数 4 扩张 成 (生成 ) o 代数 B(4), 需要 把 

这 样 的 集合 包含 进来 : 由 4 tte bs 

单调 减 集合 序列 的 交集 . 

1.1.4” 积 概率 空间 


设 (Xi, Bi,mi) 为 概率 空间 ,ie Z. 我 们 考虑 集合 


X 一 I Xi = {(zi)+® | zi € Xi}. 


这 一 oo 


对 任意 neN, 取 Bi € Bj(-n<j<n,je 2Z), 如 下 定义 的 集合 
一 (n+1) 十 oo 


TI xX:x Te x I Xi={(zi)+% |z; € B;} 


i=~00 j=—n i=n+1 

称 为 可 测 矩 形 . 所 有 可 测 和 矩形 (n 变 B; 变 可 得 到 不 同 的 可 测 和 矩形 ) 的 集 
类 S 作成 一 个 半 代 数 (习题 1). 由 此 半 代 数 和 1.1.2 小 节 中 的 方法 生成 
唯一 的 o 代数 记 成 B. 称 B 为 B; 的 积 o 代数 . 如 果 我 们 定义 7:5 一 
[0,1] 如 下 : 


(n+1) n 
I[ Xi x I a,x I 二 = TI wm;(8;), 


放 一 oo j=—n i=n+1 j=—n 


则 7 是 可 数 可 加 的 函数 (思考 题 ). 于 是 7 可 以 唯一 扩张 成 (X, B) 上 
的 概率 测度 ， 记 成 m. 叫做 积 测度 . 称 (X,B,m) 为 积 概率 空间 , 记 成 


五 (Xi Bi,mi). 类 似 地 可 定义 I Bi,mi), Te Bi,mi). 


手 社 oo i=0 i=0 


例 1.1.3 将 [0,1] 上 的 Lebesgue 测度 mm ( 见 例 1.1.2) 的 二 次 自 
乘积 的 测度 记 为 J = mm x m. 它 在 可 测 矩 形 上 的 取 值 为 


4(2)=0, p([0,6] x [0,1])=6, px([0,1] x (a.b])=6—a, 
p([0,0] x (c,d]))=b(d—ce), pl(a,b] x (c,d))= (8—a)(d—o), 
x([0.4] x [0,d) = 
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例 1.1.4 设 上 是 一 个 正 整数 , Y 由 大 个 元 素 组 成 , 这 些 元 素 分 
别 用 0,1,…,k 一 1 表示 , 即 Y = {0,1,…,k 一 1}, 其 o 代数 取 为 Y 中 
所 有 子 集 形成 的 集 类 27. 取 定 一 个 概率 向 量 即 数组 (po, pi,… ,Pk-1)， 
满足 人 -1 

pi>0, .1=01 一 1 Dpi=1. 


(Y,27) 的 测度 py: 2Y 一 [0,1] 由 jp(i) = pi(i=0,1,…,k 一 1) 及 有 限 
可 加 性 给 出 . 由 概率 空间 (Y, 2Y ,1) 形成 积 概率 空间 


十 oo 


(XB,m= I 


如 果 把 1.1.4 小 节 开始 时 的 可 测 矩 形 中 的 每 个 Bi 取 成 单 点 ui EY (在 
本 例 中 单 点 集 {ai} 可 测 ), 就 形成 了 所 谓 的 基本 可 测 矩 形 : 


+oo 
cl- 人 ee 这 > = 
它 的 测度 为 m(la_a…an]) = me: 对 两 个 整数 n> 4 也 称 
En =] 


为 基本 可 测 矩 形 , 其 测度 为 m([a…an]) = le 
注 我 们 把 


十 oo 
X= 工交 ¥=Y, -oo<i< +oo 
io 


n 


简 记 为 X= Iiiy 同 理 , 》`，TT，》 均 可 类 似 定义 . 


-oo0 mm m 


1.1.5 ”Borel o 代数 

如 果 X 为 拓扑 空间 , 那么 包含 所 有 开 集 的 最 小 o 代数 和 包含 所 
有 闭 集 的 最 小 o 代数 是 相同 的 (思考 题 ). 它 被 称 为 Borel o 代数 , 记 
成 B(X). 而 (X,B(X)) 上 的 概率 测度 称 为 Borel 概率 测度 . 
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81.2 可 测 函 数 与 积分 


1.2.1 “可 测 函 数 

本 书 用 恨 既 表 示 实 数 集合 , 也 表示 实数 拓扑 空间 , 何 时 取 何 意 行 
文中 容易 分 辨 . 用 B(R) 表示 及 的 Borel o 代数. 直接 验证 可 知 , B(R) 
是 包含 {(c,co)| ce RR} 的 最 小 o 代数 . 

定义 1.2.1 设 (X,B5) 为 可 测 空间 . 称 函数 f : X 一 R 可 测 , 如 
果 满 足 三 !(B) eB,YBeB(R). 复 值 函数 称 为 可 测 的 , 如 果 它 的 实 部 
和 虚 部 都 可 测 . 

显然 , 函数 f :XX 一 及 可 测 的 一 个 等 价 条 件 是 


1(coo) EDB，vce 妥 (习题 2). 


例 1.2.1 简单 函数 SB 显然 是 可 测 函 数 , 这 里 4; 是 可 测 


i=1 
集 且 互 不 相交 , a; 为 实数 , 而 xa, 指 4; 的 特征 函数 , 即 
1， ZE 4i， 
和 rEX\Ai. 
实际 上 , 以 f = X4 为 例 , 有 


[ol Cw 
re 0 入 c<1， 
人 
命题 1.2.1 设 户 :和 X 一 RneN 为 可 测 函 数列 则 inf fa, 
sup fn, liminf fn, limsup fn 都 是 可 测 函 数 . 
上 面 命题 的 证 明 是 初等 的 , 参见 测度 论 教材 如 参考 文献 [20]. 由 下 
面 的 命题 我 们 可 以 找到 更 多 的 非 平凡 的 可 测 函 数 . 
命题 1.2.2 ” 设 X 为 拓扑 空间 ，B(X) 为 Borel o 代数 , 则 函数 
f :X 一 及 连续 意味 着 可 测 . 
证 明 ”f-!(c,o0) 是 开 集 , 因而 属于 B(X), Vc eR. 
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1.2.2 ”几乎 处 处 收敛 
设 (X,B,m) 为 概率 空间 , f,f : X 一 R 为 可 测 函 数 . 称 f 是 
m- 几 乎 处 处 有 限 的 , 如 果 m({z Ee XX| f(z) = co}) = 0; 称 f 是 m- 几 乎 
处 处 有 界 的 , 如 果 存 在 M > 0, 使 m({fzeXllfzjl>Mh=0 称 户 
是 m- 几 乎 处 处 收敛 于 f, 记 成 f 一 f, a.e., 如 果 二 EX|fn(7) 一 
f(z)}) = 1 称 了 是 m- 几 乎 处 处 非 负 的 , 如 果 m({z eX|f(z) < 0}) = 
0.“m- 几 乎 处 处 ”一 词 常 写成 m-a.e., 而 用 m-a.a. 表示 “mm- 几 乎 所 有 ”. 
为 简单 , 本 书 有 时 对 m-a.e. 和 m-a.a. 不 加 区 别 . 
例 1.2.2 设 ([0,1],B(0,H),m) 为 概率 空间 , 这 里 m 为 Lebesgue 
测度 . 定义 函数 
(-1)"， z 为 [0,1 上 的 有 理 数 ， 
人 1， = 为 0.]] 上 的 无 理 数 ， 
f(z) = +co， z 为 [0,1] 上 的 有 理 数 ， 
“人 0， > 为 01] 上 的 无 理 数 ， 
则 /是 m-a.e. 有 限 的 . 因为 
m({z| jn(z) 轧 f(z)}) =m({ 有 理 点 }) =0， 
所 以 户 一 f, m-a.e. 
1.2.3 积分 
给 定 概率 空间 (X, B,m). 对 非 负 的 简单 函数 f = > aixa,, 其 中 


i=1 
Ai(i=1,2,…,n) 是 互 不 相交 的 可 测 集 , 我 们 定义 其 关于 m 的 积分 为 
f iam = Se ha 
i=1 
k 
积分 fiam 定义 是 合理 的 , 因为 : 车 /= 了 bjxa,, 其 中 B; (j = 
j=1 
1,2,...,k,k € N) tn 则 
大 
/fm -> mh) = bjm(B;) (思考 题 ). 
j=1 
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对 非 负 的 可 测 函 数 f, 取 非 负 的 递增 简单 函数 列 户 使 f, 一 f, m-a.e. 


例如 , 取 ; | 
Hg- 到 ， 当 有 /加 < 天 02 om" 由 
n, 当 f(z) > 时 ， 
易 知 太一 广 mrae. 下 证 f(z) 是 简单 函数 注意 到 B(R) 包含 所 有 开 


区 间 和 闭 区 间 因 而 包含 所 有 半 开 半 半 区间, 令 4 = 六 :| 上 去 ) 


B= 广 (no)) 则 4i, Be B. 故 


2 ， 1922 一 1 
fn(7) = Dn XA . Dn Xda i 一 次 一 X4nan + NxB 


是 简单 函数 , 此 时 定义 积分 为 
J fam= im dm 
这 定义 和 简单 函数 /的 选取 无 关 . 对 一 般 的 可 测 函 数 / : X -，R, 记 
f+(2) = max{ f(z), 0}， 广 (z) = max{—f(z), 0}, 
则 7 = 六 一 广 . 称 可 积 , 如果 /六 dm < oo, 并且 [fam< ox. 
此 时 定义 积分 为 
J sam= {fr am- {fam. 
注意 , 可 测 函 数 / : X 有 可 积 等 价 于 
Jan<e 


复 值 可 测 函 数 f : X 一 C, f = 户 +i 户 称 为 可 积 的 , 如 果 户 和 户 
都 可 积 . 此 时 定义 


J sam= f fiam + f pmm 


注意 , 如 果 f = g, m-a.e., 则 


J sam = /gam 
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为 简单 起 见 并 不 失 一 般 性 , 在 本 书 中 一 般 只 涉及 实 值 函数 . 
令 


Li(X,B,m) = {1:x—R|/ ilam<o), 
其 中 了 = 9 mrae 时 被 看 成 同一 个 函数 , 用工 模 | = / flam 和 


通常 的 函数 加 法 L1(X,B,m) 形成 Banach 空间 . 当 不 需要 强调 可 测 空 
间 (X,B) 时 , 把 L1(X,B,m) 简单 记 为 Li(m). 通常 用 fe Li(m) 表示 


f 是 可 积 的 . 如 果 fe Li(m), 4e B， 则 定义 fam = f foxaam. 
A 


类 似 地 , 人 们 可 定义 L?(X,B,m), p> 1. 

我 们 不 想 多 回顾 积分 的 基本 性 质 , 现在 不 加 证 明 地 叙述 Levi 定理 ， 
Fatou 引 理 和 Lebesgue 控制 收敛 定理 , 它们 的 证 明 都 可 以 从 测度 论 教 
材 如 参考 文献 [2] 和 [20] 中 找到 . 

定理 1.2.1 (Levi 定理 ) 设 {f}? 是 概率 空间 (X,B,m) 上 的 非 


负 可 积 函 数列 . 如 果 所 是 单调 递增 函数 列 且 a{ / fnam) 是 有 界 数列 ， 
则 极限 im /= /存在 , m-a.e, 且 是 可 积 的 , 并 满足 


im fram = /am 


定理 1.2.2 (Fatou 引 理 ) 设 {f%}i” 是 概率 空间 (X,B,m) 上 的 
可 测 函 数列 . 
(i) 如 果 存 在 可 积 函数 g, 使 f > g 对 每 个 n= 1,2,3,… 成立, 且 


timint /am < oo， 
则 liminf f 是 可 积 的 , 且 有 
/ liminf fn dm < liminf or/ 万 dm. 
(ii) 如 果 存 在 可 积 函 数 g, 使 f, < 9 对 每 个 = 1,2,3,… 成 立 , 且 


limsup { fdm > 一 co， 


了 于 一 oc 
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则 lim sup fn 是 可 积 的 , 且 有 


lim sup 户 dm > limsup / fo dm. 
oo 


定理 1.2.3 (Lebesgue 控制 收敛 定理 ) 设 f, : X 一 RR 为 概率 
空间 (X, 8,m) 上 的 可 测 函 数列 且 被 一 个 可 积 函数 g : X 一 R 如 下 控 
制 : | 有 | < 9g, m-a.e., 进一步 设 jim fn = f,m-ae., 则 了 可 积 , 且 满足 


mn, { tram = fam. 


81.3 正则 测度 , 绝对 连续 测度 , Lebesgue 数 与 
Perron-Frobenius 定理 


定义 1.3.1 设 X 为 拓扑 空间 , B(X) 为 Borel o 代数 . Borel 概 
率 测度 m 称 为 正则 的 , 如 果 对 每 个 B e B(X),e > 0, 存在 开 集 U。 和 
闭 集 Ce, 使 得 Ce Cc BCU 和 且 m(Ue\Ce)<e. 

命题 1.3.1 对 度量 空间 (X, d), 每 个 Borel 概率 测度 m: B (X) 一 
[0, 1] 均 为 正则 的 . 

证 明 令 

凡 ={BeE B(X)| 对 ve >0. 存在 开 集 Uc 和 闭 集 C-， 
使 得 Ce C BCcU, 且 m(Ue \ Ce) < e}. 


下 面 证 明 R= B(X). 
步骤 1 证 明 尺 为 代数 显然 , Xe RR. 先 证 Be 及 一 
X\BeR. 事实 上 , 当 Cc cBcU 上 且 m(Ue\C:)<e 时 ,有 


XN\O 5XVBSX\U, 


m((X\C)\(X\U))=m(Ue \Ce) <e. 
接着 证 明 对 可 数 并 封闭 . 事实 上 , 设 B1, Bo,…, Bn,… ER, 令 
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对 < > 0, 存在 闭 集 Cne 和 开 集 Une, 使 得 


Cne c Bu cs， 且 m(Une \Cne) < 
令 


oo 


oo 
Ue= (Une GC:= Uc 
让 


n=1 
% 
则 存在 ke N, 使 得 m(C \ Ce) < 3, 其 中 Cs = [J Cne 
我 人 有 Cs <B<U: 且 于 
m(Ue \ Ce) < m(Ue \ CG:) + m(Ce \ C:) 


< 和 mu \ Cnc) + 


n=1 


2 


步骤 2 证明 驴 包含 所 有 闭 集 . 设 C 为 闭 集 ,e > 0, 令 开 集 


v= {sex|an co) <2}, 
也 
于 是 有 
UDUV02D.…DUnD.…， 且 NW= 
n=1 
从 而 可 取 ke N, 使 得 m(Uk \C)<e. 故 CeR. 
综 上 可 知 , R= B(X). 


设 m 和 为 可 测 空间 (X,8B) 的 两 个 概率 测度 . 如 果 对 任意 B € B， 
有 m(B) = 0 二 > p(B) = 0, 则 称 /绝对 连续 于 m, 记 为 y < m. 两 个 
测度 六 和 m 等 价 是 指 jy < m 且 m < x. 下 面 定理 的 证 明 可 在 参考 文 


献 [2] 和 [20] 中 找到 . 


定理 1.3.1 (Radon-Nikodym 定理 ) 设 mm 和 jy 为 可 测 空间 


(X,B) 的 两 个 概率 测度 , 则 六 < m 的 充分 必要 条 件 是 存在 
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feLi(m, f>0, J ram = 


使 得 对 任意 Ce B, 有 
uO) = fam. 
C 

这 时 函数 f 是 几乎 处 处 唯一 的 (如 果 9 也 满足 这 些 性 质 , 则 f(z) = 
g(x), m-a.e. 7 € X). 

注 上面 定理 中 的 函数 六 叫做 人 关于 mm 的 Radon-Nikodym 导 
数 , 记 成 /= a 

mm 

定理 1.3.2 (Lebesgue 覆盖 引 理 ) 设 (X,d) 是 一 个 紧 致 度量 空 
间 并 设 a 是 X 的 一 个 开 覆 盖 , 则 存在 正 数 5 > 0 满足 下 列 性 质 : 对 X 
的 每 个 直径 小 于 或 等 于 5 的 子 集 B, 存在 Ae a, 使 得 Bc 4. 

证 明 ”因为 X 是 紧 致 的 , 可 以 假定 a 是 有 限 的 开 覆 盖 ，a = 
{A1,.…, Ap}. 

假定 结论 不 对 , 则 对 每 个 存在 Bc X, 使 得 diam Bu < 上 且 
Bn 不 包含 在 任何 一 个 4; 中 . 选取 点 列 z, e B 并 从 中 选 出 收敛 点 >: 
{znj}, 且 设 zn, 一 z. 因 “是 X 的 覆盖 , 必 存 在 一 个 开 集 4i, 使 re A;. 


设 4=d(z, XX\ 44), 则 a > 0. 选取 mi, 使 得 mm > 2 dlznsz) < 风 
如 果 ye B,, 就 会 有 
1 
dy 7) < dly, zm) + drnisz) < 二 + 2 < a. 


所 以 推出 B,C 4i, 矛盾 . 

在 上 述 定理 中 , 称 6 为 开 覆 盖 a 的 Lebesgue 数 . 

定义 1.3.2 设 4 e R"*" 为 非 负 和 矩阵 ( 指 其 每 个 元 素 非 负 ). 如 
果 对 每 对 1 < i,j < n 存在 N= N(i,j), 使 得 AN(i,j) > 0, 称 4 是 不 
可 约 的 , 其 中 AN(i,j) 表示 矩阵 AN 的 第 (i,j) 位 置 的 元 素 . 如 果 N 
不 随 (i,j) 变化 , 则 称 4 为 非 周期 矩阵 . 

下 面 的 定理 的 证 明 可 在 参考 文献 [12] 中 找到 . 

定理 1.3.3 (Perron-Frobenius 定理 ) 设 A = (aij)kxk 为 不 可 
约 非 负 和 矩阵 , 则 
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(i) 存在 4 的 简单 特征 值 > 0, 称 为 最 大 特征 值 , 使 得 4 的 任何 


特征 值 之 模 均 不 超过 X; 
人 -1 大 一 1 
(让 min Yai <Ag max 》 ai; 
er 6 


(iii) 对 应 于 特征 值 , 存在 严格 正 的 行 特征 向 量 w = (wo,… ,wk-1) 
和 严格 正 的 列 特征 向 量 v = (vo,… ,v1)T. 


81.4 习 题 


1. 验证 : 在 1.1.4 中 所 有 可 测 矩 形 构成 半 代 数 . 
2. 设 (X,B,m) 是 一 个 概率 空间 . 证 明 : 


:大 一 及 可 测 > f7!(c,+00) EB YcER. 


3. [0, 的 子 集 称 为 剩余 集 , 如 果 该 子 集 是 可 数 个 稠密 的 开 集合 的 交集 . 用 
mm 表示 [0,1] 的 Lebesgue 测度 . 证 明 : 存在 m 零 测度 的 剩余 集 ，( 提 示 : 考 
虑 以 有 理 点 为 心 , 以 趋 于 零 的 有 理 数 为 半径 的 开 球 的 并 集 , 再 考虑 这 些 并 集合 的 
交集 .) 

4. 举 一 个 度量 空间 的 例子 , 它 里 边 有 可 数 多 个 开 的 稠密 子 集 ， 且 这 些 子 集 
的 交 是 空 集 . (提示 : 有 理 数 作为 实数 空间 的 子 拓扑 空间 是 度量 空间 .) 

5. 用 ji 表示 [-1,+]l] 的 Lebesgue 概率 测度 , ua 表示 [一 1, +H x [一 1, 十 1] 
的 Lebesgue 概率 测度 , 记 y= 3 十 ju. 证 明 : / 不 绝对 连续 于 Lebesgue 概 
率 测度 . 
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遍历 定理 是 遍历 论 重要 的 基本 定理 . 本 章 我 们 介绍 Birkhof 遍历 
定理 (其 他 形式 的 遍历 定理 可 参见 参考 文献 [18]), 该 定理 指出 , 对 遍历 
系统 而 言 , 可 积 函 数 沿 “ 几 乎 " 每 一 条 轨道 的 时 间 平均 等 于 其 在 状态 空 
间 上 的 平均 . 


82.1 保 测 映射 
2.1.1 概念 
定义 2.1.1 设 (X,B,m) 为 概率 空间 , T : X 一 X 为 映射 (或 称 
为 变换 ). 


(i) 称 了 为 可 测 的 , 如 果 T-18 cB ( 即 BEB 一 > T-1B 8); 

(ii) 称 工 为 保 测 的 , 如 果 了 可 测 且 m(T-1B) = m(B), vB € B; 

( 道 ) 称 了 为 可 逆 保 测 的 , 如 果 T 是 保 测 的 , 一 一 的 且 T-! 是 保 
测 的 . 

设 (X,B,m) 为 概率 空间 . 当 映 射 工 : X 一 X 保持 测度 m 时 , 称 
m 为 工 的 不 变 测度 , 称 (X, B,m,T) 为 概率 系统 . 有 时 此 概率 系统 也 
表示 为 T: (X,B,m) 一 (X, B,m). 

命题 2.1.1 (不 变 测 度 的 特征 ) 设 (X, 8B,m) 为 概率 空间 , T :XX 一 
义 为 可 测 映射 , 则 下 列 两 条 等 价 : 

Q) 工 保持 测度 mi; 


(ii) J feTam= { fam, vf e L(X, B,m). 
证 明 (让 一 >(i): 对 vBeB8, 令 


= 下 
0 rgB, 
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则 
m(B)= J iam 一 f ierTam =m(T-1B). 


故 了 保持 测度 m. 
(一 (i: 当 /为 特征 函数 时 , f = Xs, 有 


fx oTdm = m(T-!B) = m(B) = xaam, vBeB. 
当 f 为 简单 函数 时 , 因 积分 运算 的 线性 性 质 有 


J reTam= /am 


再 依据 积分 定义 的 过 程 (由 简单 函数 逼近 非 负 可 测 函 数 等 ) 同样 的 积 
分 等 式 对 L! 可 积 函 数 也 成 立 , 即 


J foTam= | fam, vf € LI(X, B,m). 口 


命题 2.1.2 ( 保 测 变换 的 验证 方法 ) 设 (X,B,m) 为 概率 空间 ， 
:X 一 X 为 可 测 变换 , 5 为 生成 B 的 一 个 半 代 数 , 即 B(4(S)) = 5. 
如 果 m(T-1B) =m(B),YBesS, 则 了 为 保 测 变换 . 

证 明 令 C={BeBIT-1BeB,m(T-1B)=m(B)}, 则 

()Sce; 

(ii 4(S) CC, 其 中 4(S) 中 的 元 素 为 S 中 有 限 个 元 素 的 不 交 并 ; 

(iii) C 是 单调 类 . 设 Bl Cc Bs Cc .…c B,C .… 为 由 C 中 的 元 素 
形成 的 一 个 递增 的 单调 列 , 则 

U BneB, TI U Bn = U TBn e 有 


n=1 n=1 n=1 


显然 ， 
m 人 U a) =m(T71B,)=m(Bn)=m 四 5) 
i=1 i=1 
现在 有 (思考 题 , 利用 测度 的 可 数 可 加 性 ) 


m 外 Us) 1 (R U 中) 
i=1 Sy 
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ue) mle 
el 


至 此 我 们 证 明了 C 对 于 单调 增 的 集合 序列 的 并 是 封闭 的 . 同 理 可 证 , C 
对 于 单调 递减 的 集合 序列 的 交 也 是 封闭 的 . 所 以 , C 是 包含 4(S) 的 单 
调 类 . 注意 到 8B 是 含有 .4(S) 的 最 小 的 单调 类 以 及 C c 8, 则 必然 有 
C= B. 这 意味 着 了 保 测 . 口 
2.1.2 ”例子 

例 2.1.1 恒 同 映射 id : (X,B,m) 一 (X,B,m) 是 保 测 变换 : 

ml(id-!B) = m(B), vBEeB. 

例 2.1.2 设 T: (0,1] 一 (01，7Tz = 10zr(mod 1), 则 工 保 持 
Lebesgue 测度 入 . 

事实 上 , 令 S={2, (a,9]10<a<b<x1), 则 S 是 半 代数 并 生成 
Borel o 代数 B((0, 1]). 因为 


1 b+1 9 b+9 
-1 oe. 
人 人 网 (0 才 |u (而 10 把 J (各 10 ’ 


A(T-1(0,0]) = 字 x 10 =6 = A((0,0]). 


所 以 


同样 可 证 
AT-l(og) =A(@,d), Oga<b<1. 
由 命题 2.1.2 可 知 , T 保持 Lebesgue 测度 入 . 
例 2.1.3 考虑 Gauss 变换 

T:(0,1] 一 (0,1，Tz = L(mod 9 

和 Gauss 测度 
1 
m:B((0,1]) = [0,1], m(B)= 高/ zr 

则 Gauss 测度 m 绝对 连续 于 Lebesgue 测度 . 同上 例 , 半 代 数 S = 
{2, (al0<a<bs<s1l} 生成 Borel c 代数 8((0,1). 我 们 证 明 了 
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保持 m. 由 于 命题 2.1.2 并 不 失 一 般 性 , 我 们 只 需 验 证 m(T-1(0,9]) = 
mt 人 (0, 吕 ). 因为 


是 不 交 并 , 所 以 
oo 1 1 2 二 去 中 
"rod)= Ym (sts :)) 人 B41 

el (Ga 

ri" a 

(tit) 

1 n+l1 b+n+t+l 

走光 (m n l b+n ) 
= 让 Imp (直接 运算 得 到 ) 


es 1 dz = m((0,0) 
In2 " ~ In2Jo z+tl | 


例 2.1.4 (Haar 测度 ) 设 G 是 一 个 拓扑 群 : G 同时 是 群 和 拓扑 
空间 且 映 射 C x G 一 G，(z,y) 一 zy-! 是 连续 的 , B(G) 为 Borel c 代 
数 . 如 果 G 是 紧 致 的 , 则 在 G 上 存在 一 个 左 Haar 测度 mm : B(G) 一 
[0, +oo), 即 满足 下 列 两 条 公理 的 有 限 测 度 : 

(i) 左 乘 不 变 : m(zB) = m(B), VB e B(G), Yr € G; 

(im 正则 (参见 定义 1.3.1) 且 对 非 空 开 集 的 测度 为 正 . 

在 常数 倍 忽略 不 计 的 情况 下 , 左 Haar 测度 是 唯一 存在 的 类似 
地 , 可 讨论 右 Haar 测度 . 当 G 是 交换 群 时 , 可 以 取 左 Haar 测度 等 于 
右 Haar 测度 . 正规 化 这 些 测度 则 形成 概率 测度 . 有 关 Haar 测度 的 知 
识 可 从 测度 论 参考 书 (参考 文献 [4]) 中 找到 . 本 文 一 般 只 涉及 正规 化 
了 的 Haar 测度 . 

例 2.1.5 单位 圆周 K = {y e Clly|= 1} 上 的 正规 化 Lebesgue 
测度 是 Haar 测度 , 记 成 m. 设 


22 第 2 章 遍历 定理 


T:(K,B(K),m)— (K,B(K),m), 
zmaz, aE€EKkK, 

则 工 是 保 测 的 : m(T-1B) = m(a-1B) = m(B). 

用 K"=KxKx:…xK 表示 nn 环 面 , 则 KK 上 的 Haar 测度 所 
做 的 乘积 测度 是 Km 的 Haar 测度 . 

命题 2.1.3 ” 紧 致 度量 拓扑 群 G 上 任何 连续 的 群 同 构 4:G 一 G 
均 保 持 Haar 测度 . 

证 明 用 m 表示 G 上 的 左 Haar 测度 ( 右 Haar 测度 时 类 似 ). 定义 

4k: B(G)— {0,1], 
Bon(B) = m(A-1B). 
下 证 是 左 Haar 测度 , 进而 由 Haar 测度 的 唯一 性 得 
m(A-1B) = m(B), vB ee B(G). 

(i) 验证 py 定义 的 合理 性 . 由 4 连续 , 4-1B es B(G) 对 所 有 开 集 
Be B(G) 成 立 , 进而 4-18(G) = B(G). 

(ii) 因 G 是 度量 空间 , m 为 Borel 测度 , 知 m 是 正则 测度 . 为 证 
明 / 是 正则 测度 , 只 需 证 对 B e 8B 和 e > 0, 存在 闭 集 C c B, 使 得 
kA(B\C) < = (思考 题 ). 这 由 4 连续 同 构 是 显然 的 . 故 p 也 是 正则 测 
度 . 由 4 连续 以 及 m 是 Haar 测度 , 则 j 在 开 集 取 正 测度 . 

(iii) 六 是 左 乘 不 变 的 . 这 可 以 由 w(4z : B) = m(4-1(4z .DB)) = 
m(z.4-1B)=m(4-1B) = 1(B) 以 及 4 是 群 同 构 给 出 . 

综 上 可 知 , j= m. 

例 2.1.6 (符号 系统 的 不 变 测 度 ) 回顾 例 1.1.4, 设 Y = {0,1,…. 
上 一 1} (k > 2) 表示 个 符号 的 集合 , Y 的 o 代数 取 为 2Y. 令 i = 
0,1,…, 上 一 1, 取 定 一 个 概率 向 量 , 即 数组 (po, p1,*** ,Dk-1), 满足 p; > 0. 


大 一 1 
且 》 jpi = 1. 可 测 空间 (Y,2Y) 的 测度 由 ni) = pi; 及 有 限 可 加 性 给 
i=0 
出 . 记 十 oo 
X=TJIYr=fcansslzseyl. 


由 概率 空间 (Y.2Y,j) 形成 的 乘积 概率 空间 为 


82.1 保 测 映射 23 


十 ce 


(5,m) = [0,2 ,). 


定义 
T: X— 7X, (zi)E Ui (Tit1)t% 
即 把 (zi)+2 中 的 每 个 符号 左 移 一 个 位 置 . 

全 部 基本 可 测 矩形 组 成 一 个 半 代 数 , 记 成 5. m 在 基本 可 测 矩 形 
[ao,ai, .…,an] 上 的 取 值 为 mlao,a1,…,an] = paopo *… Pan， 则 工 在 
S 上 保持 测度 m. 据 命题 2.1.2 可 知 mm 是 T 的 不 变 测 度 . 类 似 地 , mm 
也 是 T-: 的 不 变 测度 . 故 T 为 可 逆 保 测 变换 . 

本 例 中 的 概率 系统 (X,B,m,T) 称 为 (双边 ) Bernoulli 转移 . 

我 们 在 本 例 中 的 可 测 空间 (X, 8) 上 可 以 给 出 许多 不 变 测度 . 事实 
上 ,对 n>0 和 ai EY (i=0,1,…,n), 定义 一 个 实数 pn(aoal .…an)， 
满足 : 

(i) pn(aoal an) > 0; 


(i) 》 po(ao) =1; 


ao€Y 
(iii) pa(aoal an) = DY) pn+tai(aoal .anantl), 
an+1€Y 
pn(aoQ1 an) = > pn+l(a_laoal +* + an). 
ai€Y 


仍 用 S 表示 由 基本 可 测 矩 形 组 成 的 半 代数 , 定义 (此 定义 本 身 已 
蕴涵 了 于 S 上 保 测 ) 


ma 一 [0,1，mmlaoal……an] = pn(aoal an). 


容易 验证 m 是 可 数 可 加 的 . 由 定理 1.1.2 和 定理 1.1.3 可 生成 概率 测 
度 , 仍 记 成 m. 由 命题 2.1.2, m 为 T 的 不 变 测度 . 这 样 , 通过 选取 函数 
pn(aoa1…an), 我 们 可 以 获得 了 的 许多 不 变 测度 . 例 2.1.6 中 的 乘积 测 
度 m 即 为 此 类 测度 . 事实 上 , 令 pn(aoa1…an) = paopas… Pa,, 我 们 
就 有 

mlava1 .… am] 王 paopa Dan 


=paopas Pa» YD post 
anti€Y 
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a ba PaoPal ** “Pant1 
ant1€Y 


= 》 ”pn+i(ooal…an+). 
ant1€Y 


同 理 可 验证 


mlaoa1 .… an] = > Pn+l(a_1a0a1… an). 
ai€Y 


在 下 面 的 例子 中 再 给 一 个 这 样 的 不 变 测度 . 
例 2.1.7((p, 已 )-Markov 链 ) 给 定 概率 向 量 


k—1 
p= (po,p1,*,Pk-1), pi>0, Dm=1; 
i=0 
和 和 矩阵 
Poo … Pok-1 大 一 1 
P=| : : ， Pi20 Dpy=1. 
Pk-10 … Pk—lk-l “0 


这 样 的 矩阵 P 叫做 随机 和 矩阵 . 设 这 概率 向 量 和 随机 和 矩阵 满足 关系 


Poo ”Po,k-l 


(po,***, Pk-1) = (po,**, Pk-1). 


Pelo «Pele 
构造 数列 pn(aoal …an) 如 下 : 
Pn(a0a1*** an) = DaopaoaiDaiaa …Dan ian， 
上 述 的 (i), (i) 两 条 容易 验证 , 现在 我 们 验证 第 (说 ) 条 . 由 于 
> Pn+1(Qoa1 … an+1) 


an+1EY 

车 > PaoPaoaiPaiaz “Pan_ianPanant1 
Qant1€Y 

= PaoPaoaiPaia2 Pa -ian > Panan+1 


ant1i€Y 


= pn(aoal …an)， 
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则 第 一 个 等 式 成 立 . 又 由 于 
> DPn+l(a_1a001 an) 
a-1EY 


一 > Pa_iPa_100(PaoaiPaia2 *** Pan ian) 
a1€Y 


= PaoPaoaiPaia2 …… Pa kan 


三 pn(aoal…'an)， 


则 第 二 个 等 式 得 证 . 故 (p, P) 给 出 概率 测度 , 记 成 mm, 且 T 了 :XX 一 XX 保 
+o0 
持 此 测度 . 概率 系统 (iiyamr) 被 称 为 Markov 链 或 Markov 


转移 , m 叫做 Markov 测度 . 
在 Markov 链 的 家 族 中 , 可 供 选择 的 概率 向 量 和 随机 和 矩阵 是 很 多 


的 ,例如 取 概率 向 量 为 p= ( 计 , 关 …, 六 )， 随 机 引 阵 可 取 为 
O10 从 
0 
v0 0 6 
P| i 
0000...1 
1000...0 
对 这 个 概率 向 量 p, 随机 矩阵 也 可 取 为 
总 1 4 全 € 
kl  ® Rol RT kd 
€ 5 1 € & 
El hal “TVR=T kl1 
P= é 1 . : ， 
€ € gE 后: 1 
Kk-1 k-1l k-1 Ki AS 
1 € € 局 € 
a ki 


其 中 0 <e<1 是 常数 . 
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82.2 遍历 测度 


定义 2.2.1 设 (X,B,m) 是 一 个 概率 空间 . 保 测 变 换 T:X 一 X 
叫做 遍历 的 , 如 果 满 足 等 式 T-1B = B 的 可 测 集 B e 8 的 测度 只 能 取 
值 0 或 1. 此 时 称 m 为 7 的 不 变 人 遍历 测度 , 简称 遍历 测度 . 

例 2.2.1 设 可 测 变换 了 : (X,B) 一 (X,B) 有 一 个 周期 轨道 {z， 
Tz,T?2zx,…,7T?-1z}, 其 中 p 是 最 小 周期 . 令 


je 
Lh=7 Drs i=0,1,.,p—l, 
Pi 


则 /是 一 个 测度 , 它 在 每 个 点 Tiz 取 相同 的 什 2 在 每 个 与 此 周期 轨 


道 不 相交 的 可 测 集合 上 取 值 0. 用 定义 可 证 y 是 7 的 不 变 遍历 测度 . 
习惯 上 人 们 称 / 为 周期 测度 或 支撑 在 周期 轨道 上 的 原子 测度 . 

对 于 保 测 映射 工 : (X, B,m) 一 (X,B,m), 当 存 在 可 测 集 BeB 满 
足 T-!B= 卫 且 m(B) > 0 时 , 可 考虑 限制 在 集合 B 上 的 o 代数 
Bn B 和 如 下 给 出 的 条 件 测度 

mlp :BNB— [0,1], mls(CNB)= "oH. 

如 此 就 形成 了 (限制 在 B 上 的 ) 非 平凡 的 ( 指 m(B) > 0) 子 系统 
(B,B8n B,m|s,T|Bg). 一 旦 了 是 遍历 的 , 则 不 会 存在 这 样 的 非 平凡 的 
真子 系统 . 

引 理 2.2.1 设 了 :X 一 X 为 概率 空间 (X,B,m) 的 保 测 变换 ， 
BeB,neN. 令 本 

| 多 


则 Bo € B, Bo =T-LB。, 且 mm(B。) .0 


i 


注 对 zexX, 令 Orbrz,T)= {Ti(z)|i=0,1,2,…} 表示 z 在 
7 迭代 下 的 正 向 轨道 , 则 B、 由 这 样 的 状态 点 组 成 : 其 正 向 轨道 无 限 
次 进入 B. 
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证 明 ”由 Bu 的 定义 可 知 
TBo= (VT WB 


因为 rp Ur-BD>… 及 


i=0 i=1 


m (Vrs) =m Cm U ra) =m ( U re) ， 


i=n i=n+1 


则 有 


m(Bw)=m (5 rs) . 


遍历 性 条 件 有 若干 形式 上 不 同 但 彼此 又 等 价 的 描述 . 下面 两 个 定 
理 则 给 出 了 两 组 描述 . 

定理 2.2.1 设 了 :X 一 X 为 概率 空间 (X,B,m) 的 保 测 变换 ， 
则 下 列 五 条 是 等 价 的 : 

(iD 遍历 ; 

(i 满足 m(T-1B 人 B) =0 的 Be 5, 其 测度 只 能 为 0 或 1; 


(ii) 对 每 个 正 测 集 4e 8 ( 即 m(4)>0), 有 m 四 ri =1; 


i=1 

(iv) 对 每 两 个 正 测 集 4, B e B ( 即 m(4) > 0,m(B) > 0), 存在 
ne N, 使 得 m(T-"4NnB)>0. 

证 明 (一 (iD): 由 引 理 2.2.1, 可 以 构造 

Bi 
n=0i=n 

因为 T-1B。 = Bw, 所 以 m(Bw) = 0,1. 下 面 由 m(T-IBAB)=0 推 
证 m(B)=m(Bw) = 0,1. 

因为 
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n—l n—l 
TBABCI)JT VBATB)= (TT-1BADB), 
i=0 i=0 

所 以 L 
n—l 
m(T-"BAB)< > m(T7i(T-1BA B))=nm(T- BA B)=0. 


i=0 


m ((Drs) ea < 入 mr- AB)=0. 


i=n i 


故 


于 是 加 
m(B)=m (0 7 中 > 
进而 有 m(B) = m(Bw) = 0,1. 

(一 (ii): 设 4 e B 满足 m(4) > 0. 令 4 = WT7i4, 则 

1i=1 

T-1A1 C hi. 又 由 于 m(T7141) =m(41), 我 人 有 m(A1AT-141)=0. 
根据 (i, 我 们 得 到 m(41) = 0 或 1. 但 m(A41) 不 可 能 等 于 0, 原因 是 
T-i4c4i 且 m(T-14) =m(4) > 0. 故 mm(4i) = 1. 

(一 (iv): 设 4,B eB 满足 m(4) > 0,m(B) >0. 由 (iii) 可 知 


m (0 人 = 
n=1 


0<m(B)=m (er Ur) =m (0 en- 


n=1 n=1 


所 以 存在 n, 使 得 m(BnT-"4) > 0. 
(iv) 二 (i): 反 证 法 . 假设 有 Be B 满 足 T-1B=B 且 0<m(B) < 
1, 则 0<m(X\B)<1 且 


故 


0=m(BN(X\B)=mT "BN(X\B)). 
但 这 与 (iv) 矛盾 . 口 
(ii) 和 (iv) 可 以 解释 为 : 任何 正 测度 集合 4 的 轨道 {T-"A} 了 P 均 
扫 遍 (不 计 mm 零 测度 集合 意义 下 ) 全 空间 X. 
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定理 2.2.2 ” 设 (X,B,m) 为 概率 空间 , 了 : X 一 X 为 保 测 变换 ， 
则 下 列 五 条 是 等 价 的 : 

(DT 遍历 ; 

(ii) 对 任何 满足 (foT)(z) = f(z),vYz EX 的 可 测 函数 f :X 一 CC， 
有 f = const., a.e.; 

(ii) 对 任何 满足 (foT)(z) = f(z), a.e. zeX 的 可 测 函 数 :六 一 
C, 有 f= const., a.e.; 

(iv) 对 任何 满足 (foT)(z) = f(z),YVz eX 的 feL?(X,B,m), 有 
f = const., a.e.; 

(v) 对 任何 满足 (f oT)(z) = f(z), a.e. z EX 的 fe€ 2(X,B,m), 
有 f = const., a.e.. 

证 明 ”显然 成 立 的 有 : ( 痢 ) 二 >(i), (v)=>(iv), (一 (ivw， (ii 一 > 
v). 余下 只 需 证 明 (一 (ii) 和 (iv) 一 >(i) 即 可 . 

(一 (ii): 设 了 是 遍历 的 且 fo 了 T= f, a.e.. 我 们 可 以 假定 f 是 
实 值 的 , 因为 当 f 是 复 值 的 函数 时 可 分 别 考虑 其 实 部 和 虚 部 . 对 keZ 
和 meN, 令 


X(k,n) = 人 sx| 去 sx 把 := 广 (| 冯 等 !)): 
我 们 有 
T-1X(k,n) AX(k,n) 


(PD) 


c {ze XIf oT(z) #1(7)}. 
由 题 设 我 们 得 到 


m(T-IX(k,n) A X(k,n)) = 0. 
由 定理 2.2.1 中 的 (ii) 可 得 
m(X(k,n)) = 0,1. 


对 Vn e N, | X(k,n) = X 都 是 个 不 交 并 集 , 总 会 有 唯一 的 ,满足 


keZ 
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mb)= 工 令 了 二 站 xm 则 mr)=1 于 是 /在 了 上 
n=1 


取 常 值 , 即 f = const., a.e.. 

(iv) 二 >(i): 设 某 个 eB 满足 T-1E = E. 取 xgp€ LL2(X,B,m), 
则 

(Xeo7T)(z) = xrT-1g(7) = XE(Z), Vz EX 

故 Xe = 0,ae. 或 xp = 1,ae. 于 是 m(E)= xeam =0,1. 

注 ”(ij) 和 (过) 两 条 对 于 实 值 的 可 测 函 数 也 是 成 立 的 . (iv) 和 (v) 
两 条 对 于 f € L?(X,B,m) (p > 1) 也 是 成 立 的 , 这 里 LP?(X,B,m) 既 可 
以 表示 实 值 L? 函数 空间 也 可 以 表示 复 值 L? 函数 空间 . 

定理 2.2.3 ” 设 X 为 紧 致 度量 空间 , B(X) 为 Borel o 代数 , 且 mm 
为 Borel 概率 测度 , 使 得 X 的 每 个 非 空 开 集 均 具 有 m 正 测度 , 又 设 
T:X 一 X 是 连续 的 映射 , 保持 测度 m 的 且 是 遍历 的 , 则 对 m- 几 乎 
所 有 点 其 轨道 都 在 X 中 稠密 , 即 


m({z Ee XX|{T"z}8? 是 X 中 的 稠密 子 集 }) = 1. 
证 明 设 {Unj 是 X 的 一 个 可 数 拓扑 基 , 则 


oo oo 
{T"zin20}=X = ze (| UT™D,. 


n=1k=0 


由 于 中 Tt c (TtU, 和 工 保 测 ,我们 有 


k=0 k=0 


m (Dr A (Or = 0. 


根据 7 遍历 及 定理 2.2.1 中 的 (ii) 知 


m (0 ro =0,1. 


k=0 


注意 到 【TtU, 是 非 空 开 集 , 知 


k=0 
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进而 有 


m (A U rv,) =1. 
n=0 k=0 
例 2.2.2 设 51 = R/Z 是 单位 圆周 , 用 m 表示 它 的 Haar 测度 . 
考虑 旋转 T: 51 一 51, T(z) = z+a(mod1), 其 中 Qe RR 是 常数 . 这 
里 的 工 就 是 例 2.1.5 中 考虑 过 的 映射 . Haar 测度 m 是 工 的 不 变 测度 . 
下 面 将 证 明 , m 是 7 的 遍历 测度 < a 为 无 理 数 . 


事实 上 , 当 a 为 有 理 数 时 , 可 设 a = pq EZ,4 > 0,4 与 p 互 素 . 


因为 存在 可 测 的 非常 值 函 数 f : 51 一 C, f(z) = e2ri9z 沿 了 的 每 条 轨 
道 是 不 变 的 , 则 由 定理 2.2.2 中 的 (i) 知 , m 不 是 了 的 遍历 测度 . 

现 考虑 a 为 无 理 数 时 的 情形 . 先 证 T 是 处 处 稠密 的 , 即 {7T"z}nez 
在 91 中 稠密 , Vz e 51. 注意 到 等 式 T"z = z+ma = z+ma =Tmz 等 
价 于 (n 一 m)a eZ, 进而 等 价 于 n= m, 故 序列 {T"z}wez 中 的 元 素 两 
两 不 相同 . 因 81 紧 , 此 轨道 有 极限 点 . 于 是 对 任意 = > 0 和 n,m e RN， 
不 妨 设 n > m, 有 |T"z 一 Tmz| <e. 由 了 的 定义 我 们 可 得 


IT"-mz 一 zl| <e，|IT2m-m)z Tmz|<e, 
|T3m-m)y 一 T2(n 一 mm)z| < E)， 


这 说 明 z,T"-mz,T2m-m)zy,.… ,Tm-m)z,… 将 51 分 割 为 长 度 小 于 
< 的 区 间 的 并 . 由 的 任意 性 知 {T"z}nez 是 稠密 的 . 
再 证 明 一 个 简单 事实 : 设 4 为 mm 正 测 集 , 并 设 0 < s < 1, 则 存在 
一 个 小 区 间 ( 弧 段 ) 1 使 得 0 < m(1) <e 且 m(4n7) > (1-e)m(7). 
注意 到 m 是 Lebesgue 测度 且 m(A) > 0, 则 存在 区 间 序 列 {I }nen 
满足 
U nDA, mln)<e (1— Ee) Ym(In) <m(A). 


neEN n 
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如 果 对 vneN 有 
mANFK) < (1 -eae)m(l,), 


则 推出 
(1 -© 2mm) > mAnm) > m(A). 


这 是 矛盾 的 . 于 是 ， 选取 五 满足 m(4n 五 ) > (1-e)m(I;) 并 令 工 = 了， 
则 事实 得 证 . 

最 后 证 明 T 是 遍历 的 . 设 4 e B(S1) 满足 7-14= 4 且 m(4) >0 
我 们 证 明 m(4) = 1. 对 任意 'e > 0, 取 小 区 间 了 使 得 0 < m(D) < e, 有 


m(ANT"I) =m(AND) > (1 -em(1) = (1- e)m(T"1). 
只 要 有 正 整 数列 ni,… ,nx, 使 得 Tm7,…,T"™I 两 两 不 相交 , 则 有 


大 
m(4)> > mANT™T) > (1-e)m eal 


i=1 
另 一 方面 , 7 的 端点 在 了 作用 之 下 的 轨道 是 稠密 的 , 由 m(7) < s, 总 会 
存在 正 整 数列 n1,… ,nxk, 使 得 T™ 1,…,T"™*7 两 两 不 交 , 且 


天 
(U 9 >1- 2e. 


这 推出 m(4) > (1 一 e)(1 一 2e). 当 e 一 0 时 ,得 m(4)=1. 故 T 遍 历 . 
例 2.2.3 ”Bernoulli 转移 (参见 例 2.1.6) 是 遍历 的 . 
证 明 设 EeB 满足 7T-iE= EE. 对 任意 ,下 证 
Im(E)— m(E)?| < 4e. 
令 4 表示 由 基本 可 测 矩 形 的 有 限 不 交 并 组 成 的 代数 . 因为 B(4) = 
8B, 根据 定理 1.1.4, 存在 4 e .4, 满足 m(EA4) < e. 于 是 有 
Im(E)—m(A)=Im(ENA)+m(E\A)-mANE)—-m(A\E)| 
<m(E\A)+m(A\E) 
=m(EAA) <e. 
取 no 充分 大 , 使 得 T-"。4 ( 它 自然 也 是 基本 可 测 矩形 的 有 限 并 ) 和 4 
的 位 置 坐标 完全 不 同 , 其 中 基本 可 测 和 矩形 
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十 oo 
[ae …an] = {ev ellY 


的 位 置 坐标 指 (4, 4 + 1,…,n). 
记 B=T-mA. 因 m 是 乘积 测度 , 则 


ml(BnA4) = m(B).m(4) = m(4)2. 


Ti 一 Qi) et 


于 是 
mEAB)=m(T-™"EAT™A)=m(T ™(EA A)) 

=m(EAA) < <. 
因为 

EA(ANB) Cc (EAA)U(EAB), 
所 以 

m(EA(ANB)) < 2e. 
于 是 
Im(E)—~m(ANB)| < m(EA(ANB)) < 2e. 

因此 有 


Im(E)—m(E)’| < Im(E)—m(ANB)|+|Im(ANB)—m(E)’| 
<2e+|m(A)? — m(E)’| 


<2e+m(A)lm(A)—m(E)+m(E)m(A) —m(E 


<4de. 


由 e 的 任意 性 知 m(E) = m(E)?, 这 意味 着 m(E) = 0,1. 故 Bernoulli 


转移 是 遍历 的 . 


$2.3 ”Birkhof 遍历 定理 
2.3.1 ”Birkhoff 遍历 定理 的 陈述 


本 节 介 绍 的 遍历 定理 是 Birkhoff 于 1931 年 证 明 的 , 是 遍历 理论 的 


基本 定理 . 


定理 2.3.1 (不 变 测度 情形 ) 设 T:X 一 X 为 概率 空间 (X,B,m) 


的 一 个 保 测 映射 , f e L1(m), 则 
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人 序列 4 1 几乎 处 处 收敛 于 一 个 函数 f*(z) € Li(m), 
=0 


即 
nl 
lim。 二 DE = f°(7z), m-a.e.rz € XX; 


(ii) f*oT(z)= f°*(7), m-a.e. TE X, 且 


sam= /rm 


定理 2.3.2 (遍历 测度 情形 ) 设 工 :X 一 为 概率 空间 (X,B,m) 
的 一 个 保 测 的 且 遍 历 的 映射 , f e Li(m), 则 


im 二 过 (Tw) = | fam. m-a.e. ZE X. 


2.3.2 ”对 遍历 定理 的 解释 
首先 , 和 Riemann 积分 定义 作 比 较 . 设 f(z) 为 [0,1] 上 的 连续 函 
数 (进而 黎 曼 可 积 ). 依 定 积分 的 定义 , 对 [0, 1] or 
A: Og an Ee nem dl 
Nn nn 
则 
[A = mma, (oi — 0) = 


任 取 定 6 [aisai+1), 我 们 有 
我 一 站 n—l 
1- 和 Te 


-ve 人， fdX. (3.1) 


在 这 最 后 一 个 积分 表达 式 里 , 我 们 使 用 了 测度 积分 的 符号 , 其 中 和 表 
示 [0,1] 的 Lebesgue 测度 . 

一 旦 有 一 个 连续 映射 : [0,1] 一 [0,1] 保持 Lebesgue 测度 和 且 是 
遍历 的 , 则 由 定理 2.2.3 可 知 , 对 于 和 a.e. ze [0,1], {Tn"zjg 在 [0,1] 
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上 是 稠密 的 . 当 n 充分 大 时 , 我 们 期 待 {z, Tz,…,T"-!1z} “均匀” 地 
分 布 在 每 个 区 间 [ai, ai+i) 上 . 更 严格 地 讲 , 是 期 待 极限 值 


i #{0<j<n| TIire [aai+l} 
n=o0 n+l1 


n-l 
存在 且 与 ; 无 关 . 用 7 在 轨道 段 {Tiz}8 上 取 的 平均 值 二》 f(T'z) 
i=0 


n—l 
替代 (3.1) 式 左 端 的 平均 值 2 f(&) 而 得 到 


i=0 
1 n—l 
lm 1 f(Tiz) = / jad. 
?一 oo 人 i0 fo 


Birkhof 遍历 定理 将 保证 , 这 种 期 待 是 合理 的 . 
其 次 , 再 和 Fatou 引 理 的 不 等 式 作 比 较 . 我 们 取 定 一 个 f e Li(m) 
并 以 f > 0 为 例 讨论 . 令 


n—l 


fn(®) = DT), +0) = limsup faa), 


i=0 


ff (2)= lim inf fn(7), Vr EX 


/ frdm = / fdm. 
再 由 Fatou 引 理 , 有 


ffam= timin {fram > Yimint fram 过 /mm 
如 果 又 假定 /< 9 对 某 个 可 积 函 数 9 成 立 , 则 由 Fatou 引 理 可 知 
/ f dm = limsup / dm < / limsup fadm = J f+dm. 
故 用 Fatou 引 理 可 以 得 到 不 等 式 
ff- am < {fam < /aam 


了 保 测 , 则 有 
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如 果 再 能 证 明 相 反方 向 的 不 等 式 


. fr am > f fam> r+ (ram 


im Dn (Tr)dm = imi i (Tz) 


n—00 


日 此 可 以 得 出 


lim sup 一 二 对 f(T 2)= = liminf Dn (Tz), m-a.e., 


n—00 


即 极限 im + /ria) 存在 , mrae, 它 和 f(z) 和 /+(z) 都 相等 
i=0 


m-a.e.， 且 这 个 极限 的 积分 等 于 / fdm， 这 就 得 到 了 Birkhof 遍历 
定理 . 

从 这 个 分 析 可 以 说 , Birkhorf 遍历 定理 是 要 证 明 Fatou 引 理 的 相 
反方 向 的 不 等 式 , 即 


n—l 
fiam > /am 党 im > Jiz)dm 
We i=0 


n—l 
sam < [rwam= ini D's)am 
i=0 


简单 地 说 , Birkhorff 遍历 定理 (就 遍历 系统 情形 ) 使 Fatou 引 理 的 不 等 
式 成 为 等 式 . 

遍历 系统 中 , 可 测 集合 的 测度 等 于 几乎 所 有 点 进入 该 集合 的 频率 . 
事实 上 , 在 一 个 遍历 的 系统 了 : (X,B,m) 一 (X,B,m) 中 取 定 Be B 
和 特征 函数 Xe, 则 应 用 遍历 定理 得 


Le 


m(B) = / xadm = Jim sx ) 


= lim li#{ie {0,1,.…,n—1}| T(r) eB}, m-ae.rT EX. 
一 oo Nn 
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2.3.3 ”应 用 


Birkhoff 遍历 定理 有 广泛 的 应 用 . 限于 篇 幅 , 我 们 仅 分 析 一 个 例子 
来 展示 它 的 一 些 应 用 . 
例 2.3.1 考虑 概率 空间 ((0,1],8B((0,1),m), 其 中 mm 为 Lebesgue 
测度 , 以 及 映射 了 : (0,1] 一 (0,1U,T(z) = 2z(mod 1). 我 们 做 以 下 几 个 
方面 的 讨论 : 

(i) 仿照 2.1.2 小 节 中 的 例子 可 证 , 了 保持 测度 m. 

i) m 是 遍历 测度 . 

证 明 ” 因 自 然 投 射 p : 及 一 91,z 一 e2rzi, 可 以 把 了 : (0,1] 一 
(0, 1], T(z)= 2z(mod 1) 视 为 单位 圆周 S$! 上 的 系统 T: 91 一 91,T(z) = 
Zz2. 依照 定义 3.3.1, 可 知 工 : ((0, 1],B8((0,1]),m) = ((0, 1], 8((0, 1]),m) 
和 了 : (S51,B(51),m) 一 (51,B(51),m) 是 同 构 的 系统 . 而 同 构 的 系统 
遍历 性 相同 . 

设 fe IL2(m) 满足 foT(z) = f(z), z e (0,1]. 我们 将 证 明 f(z) = 
const., m-a.e. ZE (0, 1]. A Z2(m) 中 f(z) 的 Fourier 级 数 表示 为 


f(z)= i 


f(Tz) = f(z?) 的 Fourier 级 数 表示 为 


+oo 
j(z2) = > onz2n. 
由 foT(z) = f(z) 可 以 得 出 os = 0, 且 f(z) = ao = const., m-a.e. 
ZE 31. 由 定理 2.2.2 中 的 (iv) 可 知 , m 是 遍历 测度 . 
(过 ) 对 几乎 所 有 的 点 z e (0,1], 其 二 进 制 表 达 式 中 1 出 现 的 频率 


为 


tb 一 


证 明 ”(0,1] 中 有 的 实数 的 二 进 制 的 表达 式 不 是 唯一 的 ， 例如 = 
自身 是 一 个 二 进 制 表 达 式 , 此 外 它 还 可 以 表达 成 


38 第 2 章 遍历 定理 


如 果 一 个 数 ze (0,1] 的 二 进 制 表达 式 不 是 唯一 的 , 那么 它 必 然 有 一 个 
有 限 位 的 表达 式 , 即 存 在 N = N(z), 使 得 


al az 
T= 一 十 二 十 …: 十 
2 2 


其 中 au = 0,1(i= 1,2,…,NN), av = 1 (思考 题 ). 固定 N, 则 二 进 制 表 
达 式 末 项 是 帘 (ax = 1) 的 实数 的 个 数 是 有 限 的 , 因而 在 (0,1] 中 二 
进 制 表达 式 不 唯一 者 构成 可 数 集合 . 令 

Y = {z € (0,1] |z 的 二 进 制 表达 式 唯一 }， 
则 m(Y)=1. 设 ieY 上 且 


Ql Q2 Q3 


aN 
2N， 


Z 一 pi ai=0,1. 
则 
a2 | a3 ， 
Tr=F + + 


记 f(z) = xi an(z), 这 里 xiu 表示 国 上 的 特征 函数 , 则 


Qitl ai+2 1， ai+l 三 1]， 
Tiz) = 了 (十 一 十 …)= 
fT) =f (2 池 + 第 ) 可 入 二 家 


n—l 
对 于 z e Y, 其 二 进 制 表达 式 中 前 ”项 中 出 现 1 的 个 数 为 》` f(T'z)， 


i=0 


n—l 
故 z 的 二 进 制 表达 式 中 出 现 1 的 频率 为 lim 二 》 1(7'z)， 由 定理 
i=0 


2.3.2 可 知 , 这 个 频率 为 


1 a 
Ba DITD= /fim= [xgnam =m 2'1 一 区 


口 


(iv) 选取 (0 一 RR,f(z) = In 时 | = In2, 由 定理 2.3.2 可 知 ， 


加 
存在 E, m(E) = 1. 使 得 对 zxeE 有 
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dT"zr 
lim 一 In 
n—0n dz 
swY ! dT(T"™-!z) dT(7) 
= lim 二 In.| | 一 -一 一 一 |… 
mm 一 oo 用 dz dz 
nm 一 1 
= li [in | Ee) 
n=%0Nn dr dz 
nm 一 1 
ji 1D + Ts) 
n=o0 n 
1 
= fdr = In2 


< 


称 极限 lim 二 In | 为 映射 了 在 z 点 的 Lyapunov 指数 . 在 本 


例 中 , 几乎 所 有 点 的 Lyapunov 指数 都 存在 ( 蜡 极 限 ,i tm Lin | 


在 mn-a.e. 7 处 存在 ) 且 是 常数 In2. Lyapunov 指数 是 微分 遍历 理论 的 
一 个 基本 概念 和 研究 对 象 , 我 们 在 本 书 中 不 做 讨论 . 


2.3.4 遍历 定理 的 证 明 


我 们 只 证 明定 理 2.3.2. 以 下 三 点 可 使 证 明 简化 : 

(i) 因为 任何 fe Li(m) 总 可 以 写成 了 = 所 一 fo, 其 中 fi,f2>0 
及 ，f2 Ei(m), 所 以 我 们 可 以 只 考虑 Li(m) 3 f > 0 的 情形 . 

(ii 设 ZL(m) 3 > 0 并 令 


f+(z "up 1 (T'z) 
"3 ZE 其 


f(z) = liminf = 1 f(T'z), 


i=0 


显然 广 (z) < f+(z). 由 于 


nl 
i i f(z) 
3 fT = n 2 (i - 描 ). 
令 一 oo 取 上 极限 得 到 恒等式 
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广 (Tz) = 广 (z). 


由 (7T,m) 遍历 , 知 f+(z) = const., Vz € Bi1, 其 中 El 是 一 个 可 测 集 ， 
满足 m(Ei) =1. 同 理 , 广 (z) = const., Yze Ez, 其 中 Es 是 某 个 测度 
为 1 的 可 测 集 . 取 EE= EnE, 则 m(E)=1 且 f+(z), f(z) 于 E 
上 分 别 取 常 数 . 

(ii) 只 需 证 明 下 面 的 不 等 式 : 


fisg J fam< 三 ，m-a.e. ZE 五 . 
因为 证 明 方法 类 似 , 所 以 我 们 只 需 证 
fg iam. (3.2) 


我 们 分 四 步 证 明 这 个 不 等 式 . 
步骤 1 任 给 定 s > 0, 定义 函数 


n—l 
| -人 >: f+(z) < :eat 
i=0 
显然 n(z) < co 
步骤 2 ”用 一 个 几乎 处 处 一 致 有 界 的 函数 替代 n(z). 对 N > 0， 
令 A4=An={reEBln(z)>N}. 当 NN 一 +% 时 ,m(An) 一 0. 取 NN 
充分 大 , 使 得 m(4) < 天 ， 定义 函数 


和 -| 各 reE\4, 
max{f(7), f+(7)}, zeE ENA. 


令 
攻 本 ze 已 \4， 
ii(z) = 
4 rEENMA, 


则 元 (z) < N,vYz € E. 分 别 取 ze E\A 和 zeENn4, 可 以 验证 


元 (z) 一 1 
Ni(z)f+(z) < > F(Tiz)+ii(z)e, rEE. (3.3) 
i=0 


函数 f(z) 和 f(z) 满足 下 面 的 关系 式 : 
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[Foam= /Fam+ 局 jadm 


= / max | 1 


< 下 ( adm+ 上 人 f(z)d 


= / fam+ f+ (0) ml) 


步骤 3 ”对 满足 袜 SD 的 任何 大 时 刻 5 > 0, 证 明 类 似 于 
(3.3) 式 的 不 等 式 , 即 


L-1 


1 
f+(z) < iO) )+2e, mm-a.e.TE 五 . 


设 ze ,我 们 从 工 点 开始 对 轨道 段 {z,Tr,，:…，, TL-!z} 作 分 划 , 使 
其 每 个 子 段 的 长 度 不 超过 N. 更 精确 些 , 是 如 下 取出 分 点 : 

mo(Z) = 0， 

ma(z) = mo(Z) 十 元 (z)， 

ma(z) = mal(z) + 7i(T™(®)z), 


现 定义 函数 上: EE 一 Z+,k(z) = sup{k EZ+|nk(z) < 工 一 1}. 我 们 有 
mai(z) 一 mi-l(z) 一元 Ti)z) < N, iz1. 


特别 地 ， 
区 一 mktzj(z) 入 N. 


参见 数 轴 : 


42 第 2 章 遍历 定理 


0 my ml md Lm 
这 样 , 对 任意 ze 已 有 
工 =(nai(z) 一 no(Z)) + (n2(7) — ni(z)) 十 


+ (nk(zj(Z) 一 mk(tz)-i(Z)) 十 ( 工 一 Pk(z)(Z)). 
注意 到 m (A 四] =1, 把 ze 广 T-"(E) cE 应 用 到 (3.3) 
n=0 
Lft(z) = >》 六 (7)(nk(z) 一 nk-i(z)) 十 六 (z)( 代 一 nktz)(Z)) 


大 
大 (z) nk(z)—1 


< > > f(Tiz) 十 元 (Te me] 十 PN 


j=0 
故 
L-1 
1 ft 
+(Z) 去 二 j 

ND 

1 2=1 _ 
< Ls (TIz)+2e, m-ae.7T€ELE. (3.4) 


步骤 4 对 (3.4) 各 分 注意 m 是 了 的 不 变 测 度 并 应 用 步骤 2 
给 出 的 积分 之 间 的 不 等 式 二 


;3 
六 I 一 总 /7roantz 
= 子 》 | f(r)am+2e 
:|/ 


三 | Fam +2e 
J ram+ se. 
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由 = 的 任意 性 得 /+(z) < / f(z)4 
8$2.4 Poincare 回复 定理 


本 节 介绍 保 测 映射 的 一 个 性 质 一 一 回复 性 质 : 几乎 所 有 的 状态 点 

在 映射 的 迭代 下 都 会 无 限 多 次 返回 到 该 状态 点 邻近 . 我 们 将 从 定性 和 
(相对 来 说 ) 定量 两 个 方面 介绍 . 

定理 2.4.1 (Poincare 回复 定理 ) 设 了 : (X,B,m) 一 (X,B,m) 

为 概率 空间 的 保 测 变换 , B e 8B 满足 m(B) > 0, 则 B 中 几乎 所 有 点 

在 了 的 正 向 迭代 下 无 限 多 次 返回 到 B, 即 存在 Fc B, 使 得 m(F) = 

B), 且 对 每 个 ze F, 存在 0<ni<n2<…, 满足 T™ (7x) € FvieN. 


证 明 令 F=BN Bw, 其 中 B= 得 UT-iB, 则 下 由 包含 


n=0i=n 


在 B 中 所 有 那样 的 点 组 成 , 它 在 了 正 向 迭代 下 无 限 次 进入 B， 由 于 
Bo c Ur-ia 以 及 m(Bw)=m (5 7 中 ( 引 理 2.2.1), 则 


i=0 i=0 


m(F)=m (er Urs) = m(B). 


i=0 
对 于 ze 书 存在 0 < ma < na < …, 使 得 Tmi(z) e B. 对 每 个 取 
定 的 有 无 限 多 个 ; > i, 使 得 Twi-"m(T"™(z)) e B. 于 是 T™i(z) e 一 . 
故 对 每 个 ze F, 有 无 限 多 个 时 刻 ni, 使 得 T(z) e FF. 
定义 2.4.1 设 T:X 一 XX 为 取 到 度量 空间 X 上 的 连续 变换 . 
I EX 的 w 极限 集 由 {T"(z)| n> 1} 的 所 有 极限 点 组 成 , 即 


= {y €E X| 存在 mi 一 oo, 使 得 T™iz 一 y}. 
车 为 同 胚 , 可 把 T-! 的 w 极限 集 定义 为 了 的 a 极限 集 , 即 
(z) = {y EX| 存 在 ni 一 oo, 使 得 T-"iz 一 y}. 


命题 2.4.1 设 T:X 一 XX 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 变换 ， 
xz EX, 则 
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() wlz) # 8; 

(站) w(z) 是 X 的 闭 集 ; 

(iii) Tw(z) = w(z). 

证 明 (i) 由 X 的 紧 致 性 显然 成 立 . 

i) 设 Ew(z),k 之 1 并 设 y 一 y, 下 证 yew(z). 对 每 个 7 了 取 


局 使 得 d(yi,,y) < 艺 ， 取 nj 满足 dT"z,yk) < 让 且 对 所 有 j 有 


nj < mi+l, 则 
n n 1 
d(T™iz,y) & d(T™iz, yk;) + d(y, yk;) < 7 


故 y ew(z). 

(这 ) 由 定义 易 知 Tw(z) C w(z). 设 y ew(z), 且 假 设 T™iz 一 y. 
则 {T"-1(z)} 有 一 个 子 列 全 由 z)} 收敛 于 X 中 的 某 个 点 z. 于 是 
T"5 (z) 一 T(z). 由 极限 的 唯一 性 = y. 又 因为 显然 ze w(z), 我 
们 有 Tw(z) = w(z). 

如 果 ze w(z), 则 称 z 为 回复 点 . 回复 点 具有 这 样 的 特征 : 对 任 
意 e > 0, 存在 n=n(e,z), 使 得 Tn"z e B(z,e), 其 中 B(z,e) 表示 以 zx 
为 心 , s 为 半径 的 开 球 . 

定理 2.4.2 ” 设 X 为 紧 致 度量 空间 ,了 : X 一 X 是 连续 映射 , 且 了 
保持 Borel 测度 jy, 则 jy({z|z gw(z)})=0, 即 几乎 所 有 点 都 是 回复 的 . 

证 明 设 {Un}wzo 是 X 的 -个 可 数 基 , 满足 Jim, diamUn = 0 


且 出 UV =XX 对 每 个 m>0 都 成 立 . 记 


n>m 


D, = {z € Un | Ti(z) € Un, Vi > 0}. 


由 Poincaré 回复 定理 可 知 y(Un \ UD,) Se 
令 
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) -DU ye) 


n>m m=0 \n>m n>m 


~ 
一 
” 
遇 
2 
MN 
C8 
We 
~ 
2 


3 
和 
oS 


八 
至 
We 
Cs 
De 
个 
pe 
了 
忆 
AS 
Wap 
外 
(= 


m=0 \ n>m 
即 j(X)=1. 
下 证 对 zeE 久 有 ze w(z). 


设 7>0, 选 m>0, 使 得 diamUs < 了 ,vn > 站 现在 re 义 , 进 


而 对 某 个 n > m, 有 z e UV. 这 说 明 有 无 限 多 个 j, 满足 Tiz e Un c 
B(z,r). 由 定义 知 , re w(z). 
下 面 的 定理 可 对 回复 时 间作 量 的 刻画 . 
定理 2.4.3 设 了 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 保持 Borel 测 
度 风 的 连续 同 胚 , PC X 为 X 上 的 一 个 可 测 子 集 , 且 AT) > 0. 记 
2= jjT"(D. 


mEZ 


任 给 定 7 > 0, 则 存在 函数 No : 2 一 N, 使 得 对 几乎 所 有 点 ze 8 及 每 
个 > No(z) 及 每 个 te [0,1], 存在 1e {0,1,…,n}, 满足 T!i(z)e 本 


且 < -tt 
nN 
证 明 用 xr 记 了 的 特征 函数 , 考虑 Birkhoff 和 


< 人 


n—l 
sn(T) = Dxr(T’z), ren. 


j=0 


步骤 1 ”对 几乎 所 有 ze 0, 极限 ,lim “(中 存在 且 为 正 的 . 


n 


事实 上 , 由 Birkhof 遍历 定理 知道 上 面 极限 对 几乎 处 处 的 ze 9 
都 存在 . 将 使 得 极限 为 0 的 点 zx 组 成 的 集合 记 为 Z. 记 Zo = Zn . 考虑 
2 1 雪 (7) 
% 2 Sn 人 
2(z) = ,lim = DoT) < lim 
则 plz。= 0， 我 们 将 证 明 yp(z) = 0 对 几乎 所 有 z 都 对 ， 若 否 , 记 
P={z| vw(z) > 0}, 则 AP) >0,T(P)=P 且 PNZ2o= 8. 另 一 方 
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面 , 由 yp(z) > 0 推出 点 ze 已 经 T 的 菜 次 迭代 落 在 20 中 . 结合 P 
在 了 迭代 下 的 不 变性 可 推出 Pn Zo # Cg, 矛盾 . 于 是 p(x) = 0, ja.e. 
ZEX. 由 此 得 出 


A(2Zo) | XZzodp =/ edu =0. 
x x 


但 2 = LT"(D) 意味 着 2 = 【7"(Z0), 于 是 (2)= 


mEZ mEZ 
步骤 2 ”对 几乎 处 处 的 re n, 令 
_ 四 sn(Z) 
a=a(z) im 本 >0 
取 0<e<a, 使 得 
Q 十 E 7 
<1l+s. 
Q 一 E 2 


取 no, 使 得 ”> no 时 | 守 -a < < 再 取 整 数 


2no 4 
No(z) > max{ -aa 分 


对 某 个 n > No(z), 存在 t € [0,1], 使 得 对 每 个 
le (n(t 一 )),n(t+Y)) 都 有 Ti(z) qT. 记忆 ,ba] 表示 包含 在 (n(t 一 
n(t+7))N n] 中 最 大 的 以 整数 为 端点 的 闭 区 间 , 则 


sh _ su 


12 12“ 
注意 (n(t - 7),ntt+ 7) n [0,n] 的 左 端点 是 n(t - 7) 或 0, 右 端点 是 
n(t 二 或 n. 当 n> No(z) 时 ,n> 2 且 7 总 假定 小 于 1, 则 


bh-h>m-2= 字 + 守 -2> 
如 果 hi > no (注意 0 <n), 则 
Sa _ Su Sl Sh 
= = 委 < < 六 :证 一 可 
l2 12 2 站 让 
Wt hn (1+) 二 
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这 是 一 个 矛盾 . 因此 只 能 是 hi < no. 此 时 


ny 、 no 


1 一 
2 > 2 En 
这 里 用 到 了 3 
n> No(z) > 
"> 7- 可 
于 是 sl _ Sl 0 no 
“ee< 下 = 人 TS Ry Se 
2 2 


这 也 是 一 个 矛盾 . 于 是 定理 获 证 . 
定理 2.4.4 设 了 : (X,B,J 一 (X,B,4) 是 概率 空间 上 的 一 个 保 
测 且 遍历 的 变换 , A e B 是 一 个 j- 正 测 集合 , 则 第 一 返回 时 间 函 数 


na:A— NU{+o}, na(7)= min{n >0|T"z€ A}, vred 
(几乎 处 处 有 限 的 ) 满足 
1 
类 naGdnlalz) = 了 
证 明 ”由 yla 的 定义 , 我 们 等 价 地 证 明 
/ ES 
A 


对 n>1, 定 义 An= {rz€ Alna(z)=n}, 则 当 izj7 时 , Ain 4;=%. 
记 
则 由 Poincaré 回复 定理 有 

Du =A4) = 1p(A4). 


定义 
B,={rexX|Tizg¢ A,T"zr ee A}, 


其 中 ne N,j =1,2,…,n 一 1, 于 是 B, 是 互 不 相交 的 . 令 


则 
2 AMBn) = p(X). 


因 遍历 性 几乎 所 有 点 均 以 (4) > 0 的 频率 进入 4, 故 w( 充 ) = 
现在 有 


人 na(z)dp(z) = 二 ww- -5 ( > va 
n=k 


k=1 


所 以 如 果 我 们 能 证 明 


则 定理 获 证 . 
对 k==1, 由 定义 有 Bi =7T-14, 所 以 


>》 w(4。) = 4(4) = p(B1). 

n=1 
对 & > 1 我 们 归纳 地 证 明 . 作 (不 交 并 的 ) 分 解 

TD Ber UT A: 
其 中 

T-14k =T-1BENT-1A, Berri=T-1BEN(X\T-1A). 
于 是 
(T™IBk) = p(Bk) = p(Beri) + HT I AR) = p(Bkt1) + H(Ak). 
再 用 归纳 假设 有 
HBkr1) = p(Bk) 一 Me) = > x(An). 


故 定理 成 立 . 
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82.5 习 题 
1. 设 
Ta) = 到 多 三 0 
1 3, 0<z<l1. 


证 明 : T(z) 不 能 保持 任何 一 个 Borel 概率 测度 . 
2. 设 了 为 概率 空间 (X, B,/) 的 一 个 保 测 映射 . 我 们 已 经 知道 了 保持 测度 
的 充分 必要 条 件 是 对 任意 f e (4), 有 


Ja /yorar 


问 : 当 把 Li(p) 换 成 L”(j) 时 结论 还 成 立 吗 ? 为 什么 ? 

3. 证 明 : 圆周 上 的 保 方 向 , 保 长 度 的 同 胚 是 一 个 旋转 (提示 : f(z) 一 0 = 
rz—0.) 

4. 保 测 映射 T : (X,B,m) 一 (X,B,m) 遍历 等 价 于 下 面 的 条 件 : 当 f 是 可 
测 函 数 并 满足 f(Tz) > j(z)，m-a.a.z 时 , 有 f(z) = const.，m-a.a.z, (提示 : 
用 反 证 法 .) 

5 证 明 : 在 (0, 4] 中 几乎 所 有 点 的 十 进 制 表达 式 中 , 0 出 现 的 频率 为 1 

6. 设 f :XX 一 XX 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 连续 同 胚 且 是 极 小 的 ( 即 每 条 
轨道 都 在 X 中 稠密 ). 证 明 : 对 任意 s > 0, ze X, 存在 L = L(z,e), 使 得 


{f(z),f"t (7), ,f(z)} NB(z,e) #2 


对 每 个 n € 2 都 成 立 , 这 里 B(z,e) 为 以 z 为 中 心 ,es 为 半径 的 开 球 ，( 提 
示 : [J f'B(z,e) = X.) 


i€Z 


7. 设 (X,B,p,T) 是 可 逆 保 测 系统 , 并 设 fe L1(y). 证 明 : 


1 n—l > 1 n-l 
Me 2 ee i 
dm n 2 f(T'7) = i n 3 f(T 7) 
记 这 


对 /ae.zeX 成 立 . 
8. 设 X 是 一 个 拓扑 空间 , 在 它 上 面 定义 了 一 个 连续 流 , 即 连续 映射 


pb:XxR—X 
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满足 : (i) %(z,0) = z, Vr € Xi (ii) bg(d(z,s), 昌 = 9(7,t + s), Vr € X, seRR， 
te 以 . 称 $ 是 连续 遍历 的 , 如 果 对 任何 连续 函数 已: X 一 民 , 下 沿 9 的 每 条 轨道 
为 常数 就 意味 着 FF 本 身 是 常数 . 设 (p1,… ,pn,q1,…,gn) E R*”,H(p1,:… ,pn, 
qi,… ,qn) 为 光滑 函数 , 满足 

dq _OH dp;__9H 


dt pb dt dg 
由 此 方程 组 定义 出 R*” 上 的 流 , 称 为 Hamilton 流 . 证 明 : Hamilton 流 不 是 
连续 遍历 的 . (提示 : 考虑 函数 H(p1,…… ,pn,q1,…… ,gn).) 

9，{2”"}?? 的 首位 数码 : {2, 4, 8,1.3,6,…} 中 出 现 9 的 频率 是 多 少 ? ( 提 
示 : a 的 首位 数码 为 9 的 充分 必要 条 件 是 lg a(mod 1) € [lg 9, 1). 借助 单位 圆周 
上 的 无 理 数 lg 2 旋转 , 证 明 此 旋转 只 有 一 个 不 变 测度 .) 

10. 概率 空间 (X, B,1) 的 保 测 映射 了 叫做 混合 的 , 如 果 对 任意 的 A,B € B 
有 

lim AT "ANB)= 4(A)n(B). 

考虑 单位 圆周 上 的 扩张 映射 了 : 31 一 51, T(x) = mz(mod1), 这 里 m 是 正 
整数 ， 证 明 : 关于 Lebesgue 测度 是 混合 的 . (提示 : 任何 可 测 集 可 以 由 有 


限 个 区 间 的 并 逼近 , 进而 可 以 取 A = Es 号 (pe fol mi-1) 和 


mi 


Bs 


2 "| (qe {0o1 ,rz 一 1)) 验证 
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本 章 引 进 测度 炳 的 概念 , 它 可 以 衡量 概率 空间 上 的 动力 系统 的 运 
动 复杂 性 并 构成 同 构 系统 的 不 变量 . 


83.1 ”测度 烂 的 概念 


对 概率 空间 上 的 保 测 变换 T : (X, B,m) 一 (X,B,n2), 在 [0, 十 oo] 
指定 一 个 数 hm(T)( 有 时 也 允许 hn(T) 取 +o0) 以 衡量 概率 空间 上 动 
力 系统 (有 时 简称 为 概率 系统 )(X, B,m,T) 的 运动 复杂 程度 ,这 个 数 
hn(T) 叫做 测度 炳 . 

3.1.1 ”测度 焕 

设 (X, B,m) 为 概率 空间 ,上 e N. 由 8 中 有 限 多 个 互 不 相交 的 子 集 
构成 的 集 类 上 = {41, 42,… ,Ak} 叫做 概率 空间 (X, B,m) 的 一 个 有 限 
可 测 分 解 , 如 果 它 们 的 并 集 等 于 全 集合 X. 有 限 可 测 分 解 的 概念 也 可 以 
稍 作 推广 , 允许 集合 4;i, 4; 相交 而 要 求 交集 是 0 测度 的 : m( Ain 4;) = 

大 
0, 其 中 j= 1,2,…,k 且 i 关 j; 允许 | hi 严格 包含 于 全 集合 X 中 


i=1 


k 
但 满足 m (x \U 4 = 0. 有 限 可 测 分 解 简称 为 分 解 . 设 T: X 一 六 


i=1 
保持 测度 m, 则 T-"e = {T-741,T-"h2,…,T-"Ak} 亦 为 (X,B,m) 
的 分 解 , 其 中 ne N. 设 7= {Bi,B2,…,B-} 为 (X,B,m) 的 一 个 分 
解 , 分 解 & 和 " 的 交 定义 成 

€Vn={AiNB|I1 <ig<k, 1<gj<r}. 


则 & Vn 亦 为 (X,B,m) 的 分 解 . 记 
1 n—l n—2 
VTig=€vTé, 1 VTié= (Y 人 


i=0) i=0 i=0 
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这 些 也 是 (X, B,m) 的 分 解 . 
定义 3.1.1 设 (X,B,m) 为 概率 空间 , 5 = {41, 42,…, Ak} 是 有 
限 可 测 分 解 , 则 定义 分 解 的 测度 炳 为 


k 
一 > m(4i)inm(4i)， 
i=1 


进一步 , 设 了 :XX 一 六 是 一 个 保持 测度 m 的 映射 , 则 定义 关于 分 
解 5 的 测度 炳 为 


1 n—l 可 
hm(T,€) = lim =H (Y 了 9 


i=0 


定义 了 关于 m 的 测度 炉 为 


hm(T) = sup im 2H (Y 7 本- = sup hm(T, ), 
i=0 

这 里 n) 取 遍 (X, B,m) 的 所 有 有 限 可 测 分 解 . 

对 于 测度 焙 的 定义 的 合理 性 , 我 们 将 在 后 面 专门 讨论 . 现在 先 讨论 
一 些 简单 的 例子 , 以 获得 对 测度 粹 的 初步 认识 . 

例 3.1.1 在 概率 空间 (X, B,m) 中 考虑 分 解 5 = {XX}, 该 分 解 中 
只 有 一 个 集合 , 即 全 空间 X. 对 此 分 解 , 有 五 (&) = 0. 此 例 表现 概率 实 
验 最 有 秩序 的 情形 , 即 只 有 一 个 事件 , 出 现 概率 是 1, m(X) = 1, 无 不 
确定 性 而 言 , 不 确定 程度 为 0. 对 每 个 有 限 的 可 测 分 解 5, 有 


n—l 
H (Y 5 = 
i=0 
所 以 hn(T) =0 


例 3.1.2 ” 设 = {41,42,…,Ak} 为 概率 空间 (X,B,m) 中 的 一 
个 有 限 可 测 分 解 , 满足 m(4;) = =, 其 中 ke N,i=1.2,…,, 则 


a 
lm 天 = lnk. 
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例 3.1.2 讨论 的 概率 实验 中 共有 个 事件 , 其 出 现 的 可 能 性 均等 ， 
即 因而 结果 是 谁 出 现 的 不 确定 程度 最 大 , 即 结果 的 最 大 的 不 确定 
性 出 现在 所 有 事件 以 相同 概率 发 生 的 试验 中 . 用 下 面 命题 及 推论 我 们 
证 明 , Ink 是 个 元 素 给 出 的 所 有 可 测 分 解 测度 箭 的 最 大 值 . 由 上 面 
两 个 例子 看 来 , 分 解 的 测度 炉 描述 分 解 所 给 的 概率 试验 结果 的 不 确定 
程度 . 
命题 3.1.1 由 
0， 二 
tz) = 2 
所 定义 的 函数 8 : [0, +co) 一 恨 是 凸 的 , 即 对 zx,y e [0, +00), a,6B > 0， 
a+B8=1 有 Warz+py) < a9(z)+B9(y). 此 等 式 只 在 z=y 或 a=0 
或 8 =0 时 成 立 . 一 般 地 , 对 n > 1, 我 们 有 * 


大 大 
风 (> oa) < > aig(zi， 
i=1 i=1 
大 
其 中 zi € [0 co),ai > 0,》 ai = 1, 等 式 只 在 所 有 对 应 于 非 零 的 oi 的 
i=1 
Zi 都 相等 时 成 立 . 
证 明 ”我 们 有 


(5) =1+Inz, (2)=1, 
其 中 ze (0,co). 固定 a,8 > 0,a+68=1, 设 y>z, 由 中 值 定理 , 存在 
ze (az + yb,ue (ziaz + By), 如 下 数 轴 所 示 : 


0 zz w ao 2 y 
使 得 
$Y) — Plar + By) = (zy -ar— By)= 9(2)a(y— 7), 
$lar + By) -gz) = (w)Bly — 7). 
因为 gr > 0, 所 以 W'(w) < W'(z). 于 是 
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pg) 一 gaz 二 Byg)) = 0(z)aB(y 一 z) > 几 (w)a6y — 7) 
= a($(az + By) — ¢(7)). 
所 以 有 
$lar + By) < ad(z) + Bo(Yy), vr, y>0. 

此 严格 不 等 式 显然 在 xz, y > 0 且 z 关 y 时 也 成 立 . 

我 们 省 略 一 般 情形 的 证 明 . 

推论 3.1.1 车 上 = {41, 42,…,Axk} 是 概率 空间 (X,B,m) 的 一 
个 有 限 可 测 分 解 , 则 五 EE ) < Ink. 


大 
证 明 五 (5 = -Dn )Inm(A = 一 > 


k 
. -4 Lo(m(Ai) < — (Phm)) 


We 
a =—k. thi= nk. 


口 


3.1.2 ”测度 炳 定义 的 合理 性 的 讨论 
我 们 回顾 82.2 中 讨论 过 的 条 件 测度 的 概念 . 设 C 为 概率 空间 
(X, B,m) 的 一 个 可 测 集合 , 满足 m(C) > 0, 则 BNC = {BNC| Be B} 
为 集合 C 上 的 一 个 o 代数 , 而 
G 
mle: BNC2 0, ANC 0 ) 
是 以 C 为 全 空间 的 测度 , 称 为 m 限制 在 C 上 的 条 件 测度 . 有 时 将 m|c 
记 做 mm(.|C). 
命题 3.1.2” 设 上 = {C1,C2, Ch 7 = {Di,D2,…,D;} 为 概 
率 空 间 (X, 5,m) 的 两 个 可 测 分 解 , 则 分 解 焙 满 足 不 等 式 
H(E VM < H(E) + H(n). 
证 明 ”由 已 知 有 
H(EVT) =— Ym(CiN Dj;)Inm(CiN D;) 
订 


三 一 Dm(G: ND;j)lnm(Ci)m(D;|C:i) 


EE 
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=-》m(CinDi)mm(CD)-> ml(Cam(DilC)mm(DilCi) 
bj 本 
Ee 沁 (En Nn 中 jnm(Ci) 
一 二 In mpic)) 


)- Dm; )) In m(D;) (使 用 命题 3.1.1) 
HO) + HW), 
上 述 运 算 中 我 们 用 到 了 


2 mC)m(DilCi) nm(D,lC) 


= 2m m(D;|Ci)) 26 (Fm)) 
=9 a m(CiN 本 = $m(D;)) =m(Dj;)Inm(D;). 口 
用 归纳 法 可 以 将 命题 3.1.2 推广 到 有 限 多 个 分 解 的 情形 . 
命题 3.1.3” 设 {an} 是 实数 列 , 满足 0<anyp< antap, Vn,p>1， 
则 极限 ,lim 人 存在 且 等 于 inf 守 ， 
证 明 ”固定 p>0, 记 n=kp+i, 0<i<p, 则 有 


Qn _ Qkpti < Apt oi < Qkp mi kap 二 op 人 
n kp+i ~ kp+i ip kp kp kp p kp’ 


令 n 一 00, 则 kk 一 oo0, 有 


lim sup 2 一 ep 
n—o0 了 


因而 


limsup 守 < inf 名 . 
了 


n—00 
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但 


a jh 
liminf -2 > inf 2 
mn 一 co Nn 


故 极限 lim 佐 存 在 且 等 于 inf 各 


n—l 
命题 3.1.4 ”极限 lim LH (Y | 存在 . 
Wt i=0 
n—l 
证 明 令 o = 瑟 (Y i 则 
i=0 


n+p—1 n+p—1 
antp=H ( V rr) =H (Y TV V reg 
i=0 
mn 一 1 n+p—1 
<H (V 站 +H ( V re) 


i=0 
p—1 
=an+H 村 V re) 
i=0 


=an+H (Y rt) (因为 了 保持 测度 m) 


i=0 


三 Qn 十 Qp-. 
n=1 
由 命题 3.1.3 知 , {全}】 有 极限, 即 上 万 (Y re] 有 极限 . 0 
n n 5 


于 是 测度 焙 的 定义 是 合理 的 , 即 每 个 有 限 可 测 分 解 关于 保 测 变 
换 了 的 焙 都 存在 , hm(T,é) < co. 由 于 取 上 确 界 原因 , 了 关于 m 的 测 
度 hm(T) 则 允许 出 现 oo. 
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3.2.1 条 件 业 


设 (X,B,m) 为 概率 空间 , £={41, 42,… ,Ak},7={C1,C2,…, Cp} 
为 概率 空间 (X, B,m) 的 两 个 可 测 分 解 . 我 们 总 设 定 m(Ai)>0, m(Cj)> 
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0, 这 并 不 失 一 般 性 . 
定义 3.2.1 & 关于 的 条 件 炳 定义 为 


H(Eln) = -Pm 2 NOC) ml4inCy) 


m(C;) m(C;) 
m(AiN C)) 
= 4 NC;)) ny 


我 们 用 条 件 测度 来 解释 一 下 条 件 焙 .以 Ci 为 全 集合 , Bn C; 为 
m(ANC,; 
a 代数 , m(:|C,) : BN C; 一 [0,1], 4nci 浅 p= ) 
为 测度 ， 则 得 到 概率 空间 (Cj,B nN C;,m(-|C;)). 我 们 考虑 5 限制 在 
(Gj,Bn CG,m(:|C))) 的 分 解 to = {A1n Cj,Az nC Ax nn Cj}. 
对 限制 分 解 &c, 也 可 以 定义 测度 炳 


m(AlC;) 


a en minCi) 


H(éc,) = m(O. m(C;) 


i=1 
于 是 
了 


H(éln) = Dm(Ci)H(éc,). 
j=1 

我 们 看 出 , 分 解 5 = {A1, 42,…, Ak} 限制 在 7 = {C1,C2,…,Cp} 的 每 
个 元 素 C; 上 形成 概率 空间 (C;, BNC;,m(-|C;)) 的 分 解 fc,, 而 H(&|n) 
表述 的 是 所 有 分 解 6c, 的 烂 依 权重 m(C;)(j = 1,…,p) 所 做 的 和 . 

条 件 炳 的 几 条 简单 性 质 ” 设 (X,B,m) ) 是 概率 空间 ， 6 6 均 为 
有 限 可 测 分 解 . 

性 质 3.2.1 H(&1 Vvé&2)= H(&1) + H(é2|€). 

证 明 设 &= {C1,C2,…,Ck},&2 = {Di,D2z,…,De}, 则 有 


H(&1V é&2) = m(CiND;)Inm(CiN D;) 
1 


=- >》 m(Cin Di)in (mon 


bj 


m(Ci ND;) 
m(Ci) ) 
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m(CiN Dj;) 


=-》m(CinD)) ) nrn(C 2m(CiNPA nO) 


bj 
= H(&)+H(é2l&). 
性 质 3.2.2 (i) H(&1 V 人 lm) < H(&1|n) + H(é2n); 
(ii) H(é&1V é€2|n) = H(&1|n) + H(é2lé1 Vn). 
证 明 令 &6={4i},&2= {C0;},n= {Dk}, 则 


m(AiNC;ND.) 
HVElD) = -2 mAiNC ND nT 


记 j) 


m(AiNC}ND:) m(AiND:) 
=-》>m(4incinDh) )n (2 ma Dr Dd ) 


jk 
m(AiN Dk:) 


-> (Pn (4 ncinp) np 


m(AiNC;N Dk) 


-5 m(AiNC;ND:)In m(AiN Dk) 


7 大 
=H(&1|n) + H(é2lé1 Vn). 
(ii) 得 证 . 
我 们 也 可 以 用 性 质 3.2.1 给 出 (ii) 的 一 个 证 明 如 下 : 
H(&ln) + H(é2l€1 Vn) 
= H(&1 Vn)— H(n) +H(f1Vés Vn) — H(i Vn) 
= H(&1Vé2 Vn) — H(n)= H(& VY é2|n). 


我 们 把 (i) 的 证 明 留 作 习 题 . 


用 & < 表示 7 是 的 加 细 , 即 5 中 每 个 元 素 都 是 m 中 元 素 之 并 . 


例如 € < &€vT71é. 
性 质 3.2.3 设 &< 6&2, 则 H(&11n) < H(é2In), H(&1) < H(é2). 
证 明 已 知 & < &, 则 


H(é2|n) = H(&1 V 人 om) = H(&1|n) + H(é2l&1 V 7) 2 H(&iln). 


令 7={X,9}, 则 HH(&1In) = H(&1),H(é2In) = H(é2), 故 


H(&) < H(é2). 
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性 质 3.2.4 车 & < &, 则 H(nl&1) > H(n|é2). 
证 了 明 设 n= {4j6 = {Cj},&2 = {Dk}. 因为 64 < &, 则 
Cj nN Dk = G,Dk, 进而 有 
m(AiN 0;) 订 m(CinDh m(AiN Dk) 
m(C;) m(C;) m(D:) 
利用 函数 $(z) = zlnz 的 凸 性 质 (命题 3.1.1), 若 
m(CiNDs) ,mAin Di) 
m(C;) y m(Dk) ” 


Qk 


Sa dt) 


m(C; N D:) m(AiND.) 
< Portlen) = 2 (GO s( m(Dx) ) | 


上 式 两 边 同 乘 以 m(C;) 得 到 
m(AiN 0)) 


m(C;) 
i Ai 
< mG nn pimp jn 全 


令 i,j 变化 作 和 , 有 
m(AiNC;) 
> m(AiNC;)n no 


7 
(AiN Dx) | m(AiN Dk) 
m(Dk) m(Dk) 
m(AiN Di) 
m(D:) ” 


m(AiNC;)n 


< Ym(C; nN Dr) 


ijk 


= >》m(4in D:)In 


kk 


即 
—H(nlé1) < —H(nlé2), 
两 边 同时 乘 以 -1, 则 性 质 得 证 . 口 
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3.2.2 ”用 条 件 粹 研究 测度 炳 


定理 3.2.1 设 (X,B,m,7T) 是 一 个 概率 空间 上 的 保 测 系统 , 而 
是 一 个 有 限 可 测 分 解 , 则 


人 数列 全 a(V re)} 单调 递减 ; 


(i)h "9 = m5 (dV ] 


证 明 ” 先 用 3.2.1 小 闻 中 条 件 扩 的 几 条 性 质证 明 一 个 不 等 注 
意 到 7 保持 测度 , 我 们 有 


一 


bd) 


H(E)+H(ET™ NE)+ a (dV 


a 


nt+l 
dV al (2.1) 
在 推导 过 程 中 用 到 了 


{Xo} < VT 


$= 
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和 


H(T-1€) = H(€) = H(E{X,2})) >H (: Vy | ; 


i=1 


不等式 (2.1) 再 注意 到 7 保 测 , 有 


nH (V rt =nH (V re) +nH (: V rt 
im0 i=1 i=1 
m 一 1 n 
=nH (Y rz +nH (: V rr) 
1 A 
<nH (V a ) +H ( 站 
t=0 i=0 
n—l 
=(n+1)H (Y ra) E 
i=0 
所 以 
1 We dl ty 
ene (Ve) 
即 数列 


(a (V7) 


单调 递减 . 则 (i) 得 证 . 
另 一 方面 , 由 (2.1) 式 的 推导 过 程 知 


h(n0) = lim, 2 DH (: 
k=1 


大 
ak=H (: V7) i 
i=1 


则 ox > 0, 且 由 性 质 3.2.4 知 ak > ak+1. 数列 {ak} 单调 递减 且 有 下 
界 , 因而 有 极限 . 下 面 证 明 这 极限 就 是 hm(7T,&). 
由 数列 {ak} 的 单调 减 性 质 , 有 


大 

V re) (2.2) 
i=1 

令 
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ntk 
kai nak 


Q Qi< 
SS HE nT nt+k. 


令 n 一 00, 对 于 Vk 有 
ntk 


lim。 an = im Qntk < ,Jim 0 2 < Qk， 


于 是 


各 "< 如 <w 
再 注意 到 ak 有 极限 , 故 必 有 


ne 
“dl ” 
lim 一 > ai 一 lim ak. 
n>o0N 1 k—00 
记 


由 定义 3.1.1, 定理 3.2.1 中 的 (i) 及 其 证 明 , 我 们 可 以 写 出 了 关 
于 分 解 的 测度 焙 的 几 个 表达 式 : 


hm(T,€) = lim, 二 所 (Y 站 


0 
大 
-9 
=1 


= im = 1a : 


-ma (dV 
i=1 
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(2.2) 式 , 有 


hm(T,€) = lim .a (dV 


3.3.1 ”映射 的 迭代 
定理 3.3.1 ” 设 (X, 5,m) 为 概率 空间 , T : X 一 X 是 保 测 映射 ， 


83.3 ”测度 粹 的 性 质 。 63 


则 hm(T4) = lhm(T), 这 里 为 正 整数 . 若 7 可 逆 保 测 , 则 hn(T-!) = 
hm (T). 
证 有 明 ”对 给 定 的 可 测 分 解 6 令 7=n(€) =é€V:V T-(-De, 则 
H(nV (TO) In VV (TO)-m- Dn) 
=H((€V." VT DE) Vv (TV VT 1E) 
V.V (Tn-We i T-(n-De)), 


n—l tn—l 
> (Yo 时 于 -3H ( V re) . 


i=0 i=0 
令 n 一 00, 有 hm(T4,n) = thmn(T,é€). 
一 方面 ， 


hm(T®) = sup hm (TC) > sup hn (Th, n(é)) 
¢ n(é€) 
= Lsuphm(T,é€) = lhm(T). 
€ 
男 一 方面 , 对 任 分 解 4 有 & < n(&). 由 性 质 3.2.3, 可 知 


hm(T,€) < hm(T,n(é)). 
因此 


hm(T’) < sup hn(T4n(6)) = Lhm(T). 
7(€) 


故 hm(T4 = Lhm(T). 第 一 个 结论 获 证 . 
现在 设 7 是 可 逆 保 测 映射 . 因为 


i=0 


所 以 hm(T-!) = hm(T), 即 第 二 个 结论 成 立 . 
3.3.2 ” 焕 是 同 构 不 变量 


定义 3.3.1 设 (X1, Bi,mi), (Xz, B,, m2) 是 两 个 概率 空间 , 又 设 
也: Xi 一 X1 和 T2 :Xs 一 Xs 是 保 测 映射 称 TI 和 Ts 是 同 构 的 
(isomorphism), 如 果 存 在 Mi e B1, M2 e Bo, 使 得 下 列 条 件 成 立 : 
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() TMi) ES Mi mi(Mi) =1, i= 1,2; 

(ii) 存在 可 逆 保 测 变换 $ : Mi 一 M2 ( 指 可逆 , 且 p 和 4-! 都 
保 测 : m1($-1B) = ma(B),YB € B2; m2(6B) = mi(B),YB e B1), 使 
得 $8oTi(z) = To9(z),Vz s Mi, 用 交换 图 表示 即 为 


Mi 2 Mi 


| | 


M2 2 M; 


注 ” 同 构 关系 显然 是 一 种 等 价 关 系 . 当 一 个 系统 是 遍历 系统 时 , 则 
和 它 同 构 的 系统 也 是 遍历 的 . 下 面 定 理 指出 , 同 构 系统 的 测度 箭 相同 . 

定理 3.3.2” 设 (Xi,B1,mi,), (Xz, Bo,m2,T2) 是 同 构 的 两 个 保 
测 系统 , 则 hm (Ti) = hm,(T2). 

证 明 设 5= {41,42,…,Ak} 为 Mz 的 有 限 可 测 分 解 , 则 


$= {6 A1,0 42 014k} (3.1) 
为 Mi 的 有 限 可 测 分 解 . 由 于 4 保 测 , 即 
m(@ 1Ai) = m2(Ai), i=1,2,...,k, 
则 


hm2 (Ta, €) = hm (T1, 9 16). 


hma(T2) = sup hm,(T2, €) < sup hm (T1,7) = hm (TI). 
€ 7 


由 对 称 的 讨论 也 可 以 证 明 hm(T2) > hm (1). 故 


hm (1) = hm,(T2). 口 


83.4 ”测度 炳 的 计算 
本 节 首 先 介绍 关于 测度 焙 计 算 的 一 个 定理 , 之 后 举例 计算 测度 炳 . 
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3.4.1 Kolmogorov-Sinai 定理 


设 (X, B,m) 是 一 个 概率 空间 , C, D 是 5 的 两 个 子 o 代数 . 如果 
对 每 个 C c C, 存在 Dc D, 使 得 m(CAD) = 0, 又 对 每 个 DC 了 D, 存 
在 C' CC, 使 得 m(C'AD') = 0, 则 记 5 主刀. 
定义 3.4.1 设 荆 : (X,B,m) 一 (X,B,m) 为 概率 空间 的 可 逆 保 
测 变换 . 考虑 可 测 分 解 7 = {D1, D2,…, Dr}, 并 记 
十 oo 
VT" 


为 包含 所 有 T"D; (i = 1,2,…,7; -oo < n < +o0) 的 最 小 o 代数 . 


如 果 go 
VY r=, 
则 称 为 的 生成 子 (generator). 
下 面 给 出 定义 3.4.1 的 等 价 定义 . 


定义 3.4.1 ”对 于 vBeB,e > 0, 存在 自然 数 N 和 集合 


N 
Ali, Az,.., Ak € Vy Tin, 
i=—N 


使 得 


则 称 7 为 了 的 生成 子 . 
定理 3.4.1 (Kolmogorov-Sinai 定理 ) 设 T 为 概率 空间 (X, B, /) 
的 可 逆 保 测 变换 , n 为 T 的 生成 子 分 解 , 则 hy(T) = hy(T,n). 
证 明 设 = {C1,C2,…,Cr} 为 (X,B) 的 任意 一 个 可 测 分 解 ， 
< > 0 为 任意 一 个 给 定 的 正 数 . 我 们 要 证 明 h,(T,é) < hs(T,n) +e, 进 
而 由 < 的 任 取 性 得 到 hy(T,é&) < hy(T,n). 
对 整数 m,n > 0, 有 - 
n—l n—l 
a (V r9 3 (Y re) (Cr :X 一 XX 为 可 首 保 测 变换 ) 
i=0 


i=0 


<a(V Tinv Vr TT 引 


1 一 一 mm 
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nt+m n+m 
= 也 Ti ") +a(Vre V mm 
pn i ps 
<a( V mm +》 HH re V mm 
1 一 一 mm 大 =0 i=—m 
n+m n—l n+m—k 
=a( V 站 十 》 万 (: V mm 
i=—m k=0 i=—m—k 
<a( V mm +nH(éln™) (4.1) 
其 中 


m 
n™ 一 V A 


这 一 mm 


再 注意 到 了 : X 一 X 为 可 道 保 测 变换 , 于 是 要 得 到 结论 , 只 需 证 明 存 
在 m 满足 瑟 ( 引 70) <e 即 可 . 


为 估算 
(Emom)=- 和 (DD) Yn(CiD) np(CiD), 


Dentm) i=1 


需要 讨论 1(Ci|D). 


任 给 定 0 < 6 < 1, 并 在 & 中 任 给 定 


一 个 元 素 Ci. 因 n 是 生成 子 


分 解 , 存在 m, 使 得 在 mn(" 中 可 找到 有 限 个 元 素 , 它们 的 并 集 C! 满足 
HA(CiAC;) < 5. 用 CY 表示 满足 条 件 (Ci|D) > 1- V5 的 集合 Den™ 


的 并 集 . 因 n 是 生成 子 分 解 , 当 m 大 时 这 样 的 C! 和 
言 工 


HA(CO) > p(C!) = V5. 


CY 存在 . 


证 明 设 DD 是 m™) 中 一 个 元 素 , 且 DcCN\CY, 则 有 pj(CiID) < 
1 一 V6. 因为 y(Ci|D)+k((X\ Ci)ID)=1, 所 以 


u((X\C)D)=1- 4(CiD) 21-(1- Vo)= 


再 注意 到 J(C'\ Ci < (CiAC!) < 6, 我 们 有 


uC\C)= 5 AD) 
DECN\C’ ,Dent™) 
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和 -天 > A(XA\CID)ACD) 


DCCINC! ,Den™) 


=- 大 员 AX\C)ND,) 


DCcCINC1 ， Den(™) 
< Fu(CI\ Ci) < V6. 
又 因为 
Cc (CI\C) UY, 
Ws HAE 
所 以 有 u(C?) > p(C!) - V5. 断言 1 得 证 . 口 
现在 我 们 有 
Hepnoo)=- HD) DCHD) np(CHD) = -50 20, 
Den(m) 1i=-1 
其 中 20) 表示 的 和 式 里 
Den™, 有 £ Dc Uo’ 


ts 


2) 表示 的 和 式 里 则 考虑 其 余 所 有 的 De nm", 即 


pnUcy=e 


1 一 1 


为 估计 2(02), 我们 先 给 出 下 面 的 断言 . 
断言 2 上 (x Uo) < 2rV56. 
i=1 
证 明 ”事实 上 , 
"(x\Uo) = “(Ue \Ua)- "(c\Ue 
i=1 =1 =1 i=1 


< Duc\ oD) < Pc \ od + uci\ on) 


= 


地 


i=1 
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<r6+rv5< 2rV5. 


言 2 得 证 . 口 
现在 估计 第 二 个 和 式 2. 我 们 有 
-7 = > AD) Yn(CilD) ny(CiD) 


= 
Den™mi, DNU C’=g 
ia 


= 于 woDh (- Diu (CilD) nu( ,中 


Den'™, DNU cz=g 


p> A(D)r (- Dh vc 


Dentmj, Dn U Cr=8 
i 


八 


. (> baciD)) (由 命题 3.1.1) 


i=1 


.AD)i LI .AD) 
(rr pp) Fr plD) 


Dentm),DnU C!=2 
il 


一 jn7， > 4(D) 


Dentm,Dn U C!=8 
i=1 


= (x\ Ue) mr 


1 一 1 
< 2rV5lnr， 
则 当 5 很 小 时 (m 很 大 时 可 以 使 5 很 小 ) 有 一 >) < 2rV5lnr < 3( (上 
式 计算 过 程 中 应 用 到 了 命题 3.1.1). 
现在 估计 第 一 个 和 式 2G). 回顾 命题 3.1.1 中 的 函数 bg(z) = zInz， 
它 在 (0,1) 内 连续 , 在 (e-1,1) 内 是 单调 递增 的 , 且 满 足 $(1) = 0. 设 
DcCY 且 Denm, 则 jy(CiID) >1-V5. 当 5 很 小 时 ,w(CilD) 接 
近 于 1, Iu(Ci|D) Iny(Ci|D)| 接近 于 0. 我 们 有 


I 


DulGilD) np(CilD)| < 
i=1 
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进而 有 
|2O)| = > u(D) Yn(CilD) np(CilD)| < 


i=1. 


© 

2: 

Dentm,DCU CY 
i=1 


于 是 可 以 取 充 分 大 m 使 得 H(€|n(™) < <. 
在 (4.1) 式 两 端 除 以 mw 则 


1 n—l 1 m+n ) 
ia (Vr ¢) < (VY ae » 


i=0 i=—m 


进而 有 


n+2m+1 ey 和 
= 让 一 一 一 :一 一 一 一 I 
a (Vre) < 1 a(V 


i=0 


令 n 一 oo, 得 


hy(T,€) < hy(T,n) +e. 

对 非 可 逆 的 保 测 映射 也 有 相应 的 Kolmogorov-Sinai 定理 . 
3.4.2” 炉 计 算 的 例子 

例 3.4.1 当 T:X 一 X 为 恒 同 映射 id 时 , 对 每 个 T 不 变 的 测 
度 m 都 有 hm(T)=0. 设 T:X 一 XX 满足 T?=id,peN. Re 
不 变 的 测度 m, 由 于 hm(id) = hm(T?) = phm(T), 则 有 hm(T) = 

例 3.4.2 ”单位 圆周 上 的 旋转 . 考虑 下 面 的 定理 . . 

定理 3.4.2 ”单位 圆周 上 的 任何 旋转 了 : 31 一 S1T(z) = z 十 
a(mod 1) 关于 不 变 的 Borel 测度 m 的 炳 为 0. 

证 明 ”情形 1 当 a = 为 有 理 数 时 ， 这 里 pe Z, ge N, 则 


Te(z) = ziYz € S1. 由 例 3.4.1 知 测度 炳 为 0. 

情形 2 当 a 为 无 理 数 时 ， 记 & = {41,42}, 其 中 4 为 上 半 
圆周 [1, -1)，42 为 下 半圆 周 [-1,1). 易 知 {na(mod1)}nez 在 51 中 
稠密 . 任何 包含 左 端点 而 不 含 右 端点 (以 道 时 针 序 ) 的 半圆 周 都 属于 
{7T"&, me Z} 生成 的 a 代数 ; 进而 , 任何 包含 左 端点 而 不 含 右 端点 (以 
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逆 时 针 序 ) 的 圆 弧 都 属于 {T" 上 , n e Z} 生成 的 o 代数 , 其 中 & 是 生成 
子 . 由 Kolmogorov-Sinai 定理 知 hn(T) = pm(T,6). 

当 n= 1 时, #é€ = 2. 

对 于 n 一 1 时 , 有 


n—2 
# (V rr) = 2(n—1). 


i=0 


分 解 \/ Ti = Vs ivVT-o-a6 比 /Ti 恰 多 出 两 个 区 间 , 故 


a i=0 i=0 


# V T-it = 2n. 所 以 


i=0 


PR 一 oo nN 


hm(T) = hm(T,é) = ,lim。 3H (Y re) < lim 一 一 = 0. 
例 3.4.3 (po……pk_i)-Bernoulli 转移 ( 例 2.1.6) 的 测度 炳 为 


人 -1 
一 >》 pm In pi. 

i=0 

证 明 令 &= {Ao,.…, Ar-1}, 其 中 4; = {{si}+%|so = 计 . 根 
据 乘积 o 代数 的 定义 , 5 是 生成 子 分 解 . 故 hm(T) = hm(T,&). 分 解 
<v…VTre-D6 中 一 个 典型 元 素 是 形 如 
Aio NT-1Ai MN: NT A 
= {{zn}lzo = io,z1 = i Tn = in-1} 

的 可 测 和 矩形 , 其 测度 (由 定义 ) 为 piopi…pi;,_，. 所 以 

H(EV:..vT-"- De) 


=— Dpiopa :pi 1) ln(piopa pi 
Kk 一 1 
=- >》 (pspa po (npio thnpa t+lnpi.,) 


io, "in-1=0 


kl 
=—n 演 pilnpi. 
i=0 
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故 
hm(T) = — pilnpi. 
i=0 
例 3.4.4 ”(p, 已)-Markorv 链 的 和 为 — Dpipi lnpij. 
J 
证 明 ”回顾 例 2.1.7, 有 
poo “Po,k-l 
了 = (po,p1,*,pk-1), P= ; ， 
Ph-10 “°° Pk-lk-l 
满足 A 
> pz=1 
J=0 
和 
Poo Po,k—1 
(po, pi1,*** ,Pk-1) : : = (po, p1,*** ,Pk-1). 
Pk-1,0 “°° Pk-lk-l 


取 分 解 € = {40,…, Ak-1}, Ai = {{si}+%|so = 让 . 如 上 例 & 是 生成 子 
分 解 .注意 \/ T-' 的 典型 元 素 
A n T-1Ai NNTTm DA , 
= {{zn}lzo = io,Z1 = i Tn = in_1} 
的 测度 为 popioa … pi _zi_1. 所 以 
hm(T) = hm(T, é€) 


1 
= lim ~H(€V:..vT- "De) 
no Nn 
1 大 一 1 
本 一 im 3 (PioPioia *** Pin 2in-1) 
io. in—1=0 
Piopioi *** Din_2in_! 
1 一 1 
= 一 im > (papoa -Pinsin1) 


iowvin—1=0 


72 第 3 章 测度 粹 


“(Inpio + lnpioa 十 十 npi 2i,_1) 


大 一 1 k—1 
wo 
= -lim < ( Dj piolnpio + (n—1) 》 pipi mm 


io=0 i,j=0 
大 一 1 

三 三 > PiPij In Pi 口 
1 一 0 


83.5 习 题 


1. 设 了 : (X,B,A) 一 (X,B,1) 是 一 个 保 测 映射 , 具有 由 个 元 素 组 成 的 
生成 子 . 证 明 : hy(T) < Ink. 

2. 考虑 单位 圆周 上 的 扩张 自 映射 T(z) = Kz(mod 1), 其 中 K > 1 是 正 整 
数 . 已 知 T 保持 Lebesgue 测度 j, 求 h,(T). 

3. 设 5 和 17 是 两 个 可 测 分 解 , 则 


Hu(€ Vm) = Hu(€) + Hu(n) > (ANC)=p(A) pu(C), VAEE, VC En. 


4. 证 明生 成 子 的 两 个 定义 是 等 价 的 . (提示 : 设 A 是 8 的 子 o 代数, 则 
{BE B|Ve > 0, 存在 Ae A, 使 得 m(AAB) < e} 是 o 代数 .) 

5. 设 X 是 度量 空间 , T : (X, 5(X),A) 一 (XX.B(X), py) 是 一 个 保 测 遍历 
映射 , 具有 由 个 元 素 组 成 的 生成 子 , 又 设 h,(T) = Ink. 证明: 了 同 构 于 一 个 


(¥& 油 -Bernouli 转移 . (提示: 利用 生成 子 分 解 , 几乎 处 处 地 建立 X 中 的 


点 和 Bernoulli 转移 中 的 状态 空间 中 的 点 的 对 应 关系 .) 
ee 
6. 设 工 = [0,1] 具有 Borel o 代数 和 Lebesgue 测度 , X = II I 具有 乘积 


测度 m, 又 设 工 : X 一 X 是 转移 映射 , 即 T({fzi}) = {zi+i}. 证 明 : m 是 了 的 
不 变 测度 , 并 且 hm(T) = oo. Ge 令 


是 全 © i 


并 考虑 了 关于 X 的 分 解 6 = {Ani, An2,… ,Ann} 的 测度 ) 


1 a 
DR sj 
了 
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7 固定 正 整数 上 > 1. 设 Y = {0,1,…,k 一 1}, 其 o 代数 取 为 了 中 所 
有 子 集 形成 的 集 类 2Y. 由 可 测 空间 (Y, 2Y) 作 乘积 可 测 空间 (X, B). 定义 映射 
下 :天 一 X， (zi) 一 (Zi+1). 证 明 : 对 每 个 be [0,ln 月 , 存在 一 个 T 不 变 的 概率 
测度 j, 使 得 h,(T) = 5b. 


第 4 章 ，Shannon-McMillan-Breiman 定理 
在 例 3.4.3 中 , 我 们 计算 过 双边 (po,……,pk-1)-Bernoulli 转移 的 测 
度 业 . 现在 我 们 换 一 种 观点 再 讨论 一 下 . 回顾 集合 Y = {0,1,.…,k 一 1} 
及 其 o 代数 2” 和 概率 向 量 (po,… ,pi_1); 乘积 空间 (X, B,m), 其 中 
十 oo 

X = T r-: 以 及 转移 映射 

T:X—X, 

{si}ie {ser1} +t; 


还 有 生成 子 分 解 5 = {40,…,， Ak-1}, 其 中 4i = {{sj}+%|so = 村 这 
些 都 和 例 3.4.3 相同 . 在 例 3.4.3 中 我 们 已 经 证 明了 


大 一 1 
hm(T,€) = — Dpilnp:. 
i=0 
现在 我 们 考虑 函数 f :XX 一 R, 7({si}jt+S) = 一 Inpso, 则 


大 一 工 大 一 1 
人 各 =- 二 人 a Ds 
大 一 1 


= 一 > pilnpi = hm(T,é). 
i=0 
因 


为 (X, 8B,m,T) 是 遍历 的 , 使 用 Birkhoff 遍历 定理 , 对 m-a.e. zx = 
{si}+% eX, 有 


1 n—l 
/= 让 fam = 人 
现在 , 有 


1 n-—l 1 n-l 
和 f(T'z) = —= Sp 
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1 1 
翅 二 二 In(psops, …Psn 1) = i Inm(An(7)), 


其 中 An(z) 指 分 解 \/ T- 让 中 包含 x 的 那个 元 素 . 故 


i=0 
-im 一 2 m(4n(z)) = hm(T,é), m-a.e.7T EX. 


我 们 看 到 , 测 | 度 hm(T,&) 能 用 一 个 典型 状态 点 (这 种 点 的 集合 
具有 满 测 度 ) 的 运动 轨道 的 信息 表 出 . 本 章 就 一 般 概率 系统 证 实 这 一 
现象 , 即 介绍 标题 所 述 的 Shannon-McMillan-Breiman 定理 . 应 用 这 个 
定理 , 换 一 种 思路 介绍 ( 紧 致 度量 空间 ) 测度 焙 的 形式 上 很 不 同 的 等 价 
定义 . 在 第 7 章 再 次 应 用 这 个 定理 为 流 建立 一 个 测度 烂 定义 . Shannon- 
McMillan-Breiman 定理 是 信息 论 的 基本 重要 定理 . 


$4.1 条 件 期 望 , 条 件 测度 和 条 件 炉 


定义 4.1.1 设 (X,B,m) 为 概率 空间 , 7 为 B 的 子 o 代数 , /< 
1(X,B,m). 称 E(fIn) 为 f 关于 的 条 件 期 望 , 如 果 满 足 
(人 E(fIn) € LY(X, n,m); 
(ii) 对 每 个 4e7 有 / E(fIndm = | f dm. 
A A 
将 m(BIn) 全 E(xBln) 称 为 Be B 关于 的 条 件 测度 或 条 件 概率 . 
注 ”我 们 解释 定义 的 合理 性 , 即 指出 E(fln) 的 存在 唯一 性 . 


仅 以 fe Li(X,B,m) 是 实 值 函数 且 / > 0 情形 为 例 说 明 ， 设 
Aen, 令 


p(A) = 7 ee 人 fdm, 
XxX 


则 yp :0 一 [0, 了 和 m:n 一 [0,1] 均 为 定义 在 7 上 的 测度 且 
pm. 
根据 Radon-Nikodym 定理 , 存在 函数 F(fln) e L1(X,n,m), 满足 
F(fIn) > 0， f FUmam=1, 


76 第 4 章 Shannon-McMillan-Breiman 定理 


且 
0= 人 FUIdm， vAaen 
A 
故 
fdm 
/Pumam= ,vAen 
fdm 
记 


E(fIn) = PC / Jam， 
则 E(fIn) € Li(X,mm) 且 


[ Emam= ram vAen 
4A A 


当 f 是 实 值 函 数 但 不 恒 正 时 , 可 考虑 正 值 部 分 函数 和 负 值 部 分 函数 ， 
再 用 E(fIn) 的 线性 性 质 给 出 ; 当 f 是 复 值 函数 时 , 可 考虑 实 部 函数 和 
虚 部 函数 , 再 用 已 (jlm) 的 线性 性 质 给 出 . 

如 果 有 两 个 函数 gl, 9 都 满足 (i), (ii), 则 4= {zeX|gi(z)<g2(z)} 


en 县 
J gam= [fam= { gam, 
A A A 


进而 有 mm(4) = 0. 同 理 , {z € X | gs(z) < gi(z)} 的 测度 也 是 0. 故 
gli(z) = g2(7), m-a.e. z+ €X. 


(fln) 与 f 可 以 很 不 同 . 例如 , 取 7 = {2,X)}, 由 于 E(fIn) 在 
(X,n) 上 可 测 , 则 E(fjn) 为 常 函 数 . 

设 (X,B,m) 为 概率 空间 , 7 为 一 个 有 限 可 测 分 解 , 则 由 7 中 的 元 
素 的 并 集 的 全 体 (再 添加 上 空 集合 ) 构成 B 的 一 个 有 限 子 o 代数 , 记 
为 A(n) (注意 , 这 里 的 记号 和 第 1 章 81.1 中 的 生成 代数 的 记号 含义 有 
别 ). 反之 , 给 出 的 一 个 有 限 的 子 o 代数 A = {41, 42,…, 4,}, 全 体 
形 如 Cun…ncn (Ci = 4; 或 X\4i) 的 非 空 集合 构成 (X,B,m) 的 
有 限 分 解 , 记 为 n(A). 显然 , A(n(A)) = 4, n(A(n)) = 故 有 限 可 测 
分 解 和 有 限 o 代数 是 一 一 对 应 的 . 于 是 , 关于 可 测 分 解 7 的 条 件 期 户 
(fln) 也 是 指 关 于 .4(7) 的 条 件 期 望 (fj.A(n)), 关于 可 测 分 解 7 的 条 
件 测度 E(x) 是 指 关 于 A() 的 条 件 测度 E(x|.A(n)). 
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我 们 进一步 指出 , 定义 4.1.1 的 条 件 测度 是 初等 概率 论 的 条 件 概率 
的 推广 . 

例 4.1.1 设 (X,B,m) 为 概率 空间 ,集合 Be 8B 满足 m(B) > 0. 
考虑 子 o 代数 n= {2,B,B°,X}. 求 4e 8B 关于 的 条 件 概 率 m(A|n). 

解 ” 依 定义 , m(AIm) 是 关于 7 可 测 的 , 且 对 每 个 Cen, 有 


[mamam= [ EQamam= {xaam=m(Cn A 1D) 


不 难看 出 , 每 个 关于 o 代数 7 = {2,B,B°,X} 可 测 的 函数 具有 形 
式 axBp + MXBe. 因此 可 知 m(Aln) = axB + bxBe, 系数 ob 待定 . 将 
m(AIn) = axB +bXae 代入 (1.1) 式 并 依次 取 C=B 和 C= Be 得 到 


am(B)=m(ANB), bm(B°)=m(ANB°). 


于 是 
m(ANB) m(ANB°) 
m(Aln) M(B) XP + mBe) Xa” 


函数 m(4ln) 在 B 上 的 取 值 即 为 初等 概率 论 中 的 条 件 测度 


m(A|B) = 2 0 


下 面 命题 中 条 件 期 望 函 数 的 表达 式 可 以 理解 为 例 4.1.1 中 给 出 的 
表达 式 


_ m(4nNB) m(ANB°) 
m(Aln) (B) Xe + mB) Xe 
亦 即 
/xaam X4dm 
E(xAaln) mn XB 十 ml( Be) XBe 
的 推广 . 


命题 4.1.1 设 &= {hi1,42,…,Ak} 为 概率 空间 (X,B,m) 的 可 
测 分 解 , fe L1(X,B,m), 则 f 关于 & 的 条 件 期 望 函 数 为 


k fdm 
BI)(®) = > xa (oA 
i=l 
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设 n= {C1,C2,…,Cp} 也 为 可 测 分 解 , 则 上 关于 7 的 条 件 炳 为 
H(éIn) = - /a Xailn) Im E(xai ln dm 


证 了 明 ”用 4 表示 & 的 一 个 元 素 . 因为 4e & 总 是 和 某 个 4; 吻合 
进而 和 其 它 的 4; 不 相交 (在 排除 0 测度 集合 的 意义 下 ), 所 以 有 


由 条 件 期 望 的 唯一 性 (定义 4.1.1), 则 


k fdm 
BUIO(z) = 2 xa lo) ACT 
i=1 


又 因为 


= [ Bas in Ba Imam 
了 ml(4inCi)， 忆 mm(4inCi) 
/人 (2 mo) mx, TD dm 


5 m(AiNOj), m(AiN oC;) 
至 三 i d 
&/ EC 艺 xmGJ t 


Am(4inCj) A NGC;) 人 
二 | Ea jn ml dm (由 m(CiNC;))#8, i#7) 
-Pm NC;)) hs :NC) 


m(C;) 
所 以 


大 
- /Dea lnE(xalmdm 


= Sm(Ain ci) ln Te = A (éln). 
bj 


84.1 条 件 期 望 , 条 件 测度 和 条 件 精 79 


由 命题 4.1.1, 对 有 限 分 解 = {4i, 42,…, Ak} 来 说 , E(116) 在 每 
个 4; 上 取 常 值 , 即 取 f 在 4; 的 平均 值 


/sam 


m(Ai) © 
由 定理 3.2.1, 对 7 关于 分 解 & 的 测度 炉 有 如 下 等 价 定义 : 


hn(T = — lim a [35 (al\ VT 4 InE (lV VT 4 dm. 
A4EE 
(1.2) 
我 们 使 用 条 件 期 望 重 述 一 下 Birkhof 遍历 定理 : 设 (X, B,m) 是 概 
率 空间 , T : X 一 X 是 保持 测度 m 的 映射 , 了 = {4 € B|T-14 = 4)}， 
则 工 是 B 的 一 个 子 o 代数 . 设 fe L1(X,B,m). 因为 


.12 k: 


[ssoTDam= [foTam= 人 foTdm= | fam, vA eT, 
A A T-14 A 


所 以 
E(f oTIT)(z) = E(fIT)(z), mm-a.e. ZEX. 


定理 4.1.1 设 (X,B,m) 是 概率 空间 , T:X 一 X 是 保持 测度 mm 
的 映射 , fe Li(X,B,m), 则 对 m-a.e. ze X, 有 


im sa- = E(fIZ)(z). 
证 明 ”由 定理 2.3.1, 极限 
人 , 
im 2 f(T'z) 
mm- 几乎 处 处 收敛 到 一 个 函数 
f* EL'(X,B,m), f*oT(z)= f°*(7), m-a.e.7 € X. 


则 f* 是 工 可 测 的 . 任意 给 定 一 个 具有 正 测度 的 A e Z, 在 限制 的 保持 
测度 系统 (注意 到 了 -1!(4) = 4) 


(4,Bn 4,ml4,T4) 
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上 用 定理 2.3.1, 则 导出 


J fam= [ fam 


此 积分 等 式 对 测度 为 0 的 A e 工 自然 也 成 立 . 于 是 


f°(7) = E(fIT)(z), m-a.e.z €X. 
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定义 4.2.1 设 (X,B,/) 是 概率 空间 ,a = {4;} 是 (X,8B) 的 一 个 
有 限 可 测 分 解 . 定义 信息 函数 I(a) : X 一 R 如 下 : 


T(a)(z) = —Iny(Ai), Zz € Ai, 


即 
To)(z) = — DInp(Ai)xa, (7). 


给 定子 o 代数 D c 8B, 定义 条 件 信息 函数 T(alD) : XX 一 及 如 下 : 
I(alD)(z) = — DInp(AilD)xa, (2), 
这 里 J(Ai|D)(z) = E(xa.ID)(z) 为 4; 关于 DD 的 条 件 测度 . 
显然 , 分 解 的 测度 烂 是 信息 函数 的 积分 : 
Hl(a) = J ra 


对 可 测 分 解 6, 回顾 .4(6) 为 相应 的 o 代数 . 现在 用 T(al6) 来 表示 
I(al.A(8)). 对 于 两 个 c 代数 Di, Da， 我 们 用 Di v DP。 来 表示 由 
{A1n hz |41 € D1!，A2 es D2} 生成 的 o 代数 . 

引 理 4.2.1 ”给 定 概率 空间 (X,8,y) 的 可 测 分 解 a,B,7Y, 则 


Tlav Bh)(z) = (Bh)(z) + I(alBV YI)(z), prae.z EX. 


证 明 ”注意 到 对 任何 函数 ge L!1(X, 8B,p), 由 命题 4.1.1 有 
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出 gd 
En)(z) = xe® oy 
特别 地 , 对 Be B, 令 g(7) = xB(7) Rt 


p(BI(z) = Exe 2 


再 注意 到 对 一 个 点 z, 分 解 6 V 7 中 恰 有 一 个 元 素 包含 z, 于 是 我 们 有 


I(Bh)(z)=— > Inp(BIy)xa(z 
BepB 
ACBnOC) 
区 Xcna(z) mn AGO ) : (2.1) 
同 理 有 
< Ap4nBnC) 
rtalpvy)G) = ,Bonn (OR) 29 


把 (2.1) 和 (2.2) 式 相 加 , 有 
(BIY)(z) + Taly v DB)(z) 


2PJ (8 


Ce7,BeD,4eca 
=- A4nBnO) 
SD ( 4(C) ) 
= I(av Bh)(z) 
这 就 完成 了 证 明 . 
下 面 的 定理 指出 , 对 给 定 的 分 解 a, 极限 一 mm 也 ke 人) 存在 


人 ae.Z, 且 这 个 极限 关于 jy 的 积分 就 是 映射 关于 6 a .的 测度 二 (思考 题 ， 
参看 推论 4.2.1 的 证 明 ). 

定理 4.2.1 (Shannon-McMillan-Breiman 定理 ) 设 了 :X 一 
X 是 概率 空间 (X, B,/) 上 的 保 测 变换 , a = {4i} 是 (X,B,A) 的 一 个 
有 限 可 测 分 解 , 则 对 几乎 所 有 ze X, 当 n 一 co 时 , 有 


82 第 4 章 Shannon-McMillan-Breiman 定理 


_ mp(An(s)) ， 
nn 


= ( Ver) (z) 
T={BeBIT 1B= B} 是 由 5 中 7- 不 变 集合 组 成 的 o 代数 ; An (7) 
是 分 解 Vv Ta 中 含有 z 的 那个 元 素 ; V T-ialz ) 指 包含 Ta (4 = 


i=0 i=1 


1, 2, 3,…) 的 最 小 o 代数 . 
注 $n m+, 1( 
人 


Vro] (z), 即 
i=1 


F ( V re) (z) 一 工 ( V 7 (7), Wi-a.e. 7) 
i=1 i=1 
又 [收敛 于 了 ( 四 ) (zx), 


No 


证 明 可 参见 参考 文献 [1] 中 的 引 理 4.1 和 引 理 4.3. 另外 , 有 


supI a 
n>1 


证 明 可 参见 参考 文献 [11] 中 第 6 章 的 推论 2.2. 
推论 4.2.1 若 了 : (X,B,1) 一 (X,B,1) 是 遍历 的 , 则 对 几乎 所 
有 zeX, 当 n 一 o% 时 ,有 


_ Inp(An(z)) 


E(fIZ)(z) 
其 中 


V ro (z) 既 几 乎 处 处 收敛 于 


)| du 一 0. 


V ro E Li(X,B,n). 


i=1 


— hu(T, a). 


84.2 ”Shannon-McMillan-Breiman 定理 


83 


如 果 分 解 a 是 生成 子 , 则 当 n 一 oo 时 , 有 
_Inp(An(®)) 


= hy(T). 
n 
证 明 令 


dz) = lim 


n—o0 


由 定理 4.2.1, 6(z) 是 j- 几 乎 处 处 有 定义 的 . 因 7 保持 测度 y, 则 


Inp(An(z) 
也 


nm—00 n+1 
< lim Inp(An (Tz)) = p(T7), 人 ae.ZEX. 
n—o0 n 


由 遍历 性 容易 证 明 ( 见 第 2 章 的 习题 )， ~ lim nt) 几乎 处 处 为 


一 


常数 . 另 一 方面 , 由 命题 4.1.1 我 们 有 
f sman= f fan 
= Jm /1 (\ $ | (z)dp 
= 一 im a / 工 me (dV ro X4(Z)d1 


Aea 


-im {Tn [3 xc 的 je 


A' 
Ee CeV ra 


= ~ lim / > In MC NMA) > ata 


09 A(C) 
4ea'Ce v, T-ia 


=— lim >D uCNA mA 


n—o0 


4eawCEeV T-ia 
i=1 


= dmH @ Ve) 


= hy,(T, a). 
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用 此 式 , 并 对 定理 4.2.1 给 出 的 等 式 


Sg is 


noo 


EB(fIZ)(z) 


两 边 积分 , 由 于 -im 时 于 各 (9) 几乎 处 处 是 常数 , 则 可 得 出 推论 ， 


定理 4.2.1 的 证 明 ”由 定义 ,有 
nl 
I (Y ro (z) = -InAn(4n(z)). 
i=0 
由 三 角 不 等 式 可 知 


各 bp 


n—l 

(Vr o) —E(f|7) 
n—l 

< jmps VY ro 有 2 


二 limsup| 一 
Pg 


1 jr- su 由 (2.3) 


?E0 


根据 定理 4.1.1, 我 们 有 


1 1 一 
,im 上 2777 -EUD|= 


lim 
i=0 


几乎 处 处 成 立 , 故 (2.3) 式 右边 第 二 项 为 零 . 
现在 我 们 处 理 (2.3) 式 的 第 一 项 . 用 引 理 4.2.1 并 注意 到 xr-:a(z) = 


X4o7T(z)， 我 们 得 到 
V ra) 十 了 (Y re] 
i=1 i=1 


I (Ve) =I ( 
=I ( Vr 十 了 ( 


+I(alT- la)T™ ?+1(a)T™. (2.4) 
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由 f 的 定义 及 (2.4) 式 我 们 得 到 


起)- 安 人 | 


1=0 


pr re Vre)r -i(e Vrj 中 
对 N>l 定 义 
k o0 
Fw(z) = I T-ia|(z)-I[a re) (z) 
0- gl (YT) oY 


对 固定 的 N > 1 考虑 n> N, 则 
n n 
i 2 Ti 
(Vr)- 守 | 
< P+FNT+. ‘+ FyT"™-N 
n+i+l 
A 
VT oj- V roo) 
j=1 j=1 
n+l 
| > ( V ) ( 
T| a ia|Ti-I|a 
tL i=n—N+1 j=1 j=1 
N | Re 
< 本 -4 
ld se Re 


所 以 (2.5) 式 右 边 第 二 项 当 n 一 oo 时 趋 于 0. 下 面 我 们 来 估计 (2.5) 
式 右边 第 一 项 . 由 定理 4.1.1 并 注意 到 


n 


2 


i=n—N+1 
中 


(2.5) 


因为 


加 
V re) Ti 


OgFy cre 
k>1 


k 
V ro 
j=1 
我 们 有 
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, Fx+FNnT+:::+FNT"™N 
lim 
n—00 n+i+l 
注意 到 Fy > Fv+1, 则 E(Fw|7Z) > E(Fw+1|7Z) > 0 (注意 E(-|T) 是 正 
算 子 ). 由 Fw 一 0 得 到 
lim / E(FwlT)dp = lim / Fndy = 0. 


于 是 E(Fw|T)(z) 一 0, J-a.e. zeEX. 定理 得 证 . 
84.3 ”测度 粹 的 另 一 种 定义 
设 (X,d) 为 一 个 紧 致 度量 空间 , (X, B(X),1) 为 Borel 概率 空间 ， 
T:X 一 X 是 同 胚 且 保 持 测度 jy. 对 ce>0,neN, 记 
D(z,n,e,T)= {ye X| d(Tiz, Tiy) <e, i=0,1,.…,n—1), 
并 称 之 为 以 z 为 心 的 (n,e,T) 球 . 设 0<5<1, 我 们 称 cX 为 X 
的 (n,e,6) 覆盖 集 , 如 果 
人 U Dtamen) >1-56. 


rEK 
记 Nr(n,e,6) 为 X 的 (n,e,6) 覆盖 集 的 最 小 基数 , 即 
Nr(n,e,6) = min{# KI|K 是 X 的 一 个 (ns,6) 覆 盖 集 }. 
自然 ， 总 会 存在 Nr(n,e,6) 个 (n,e,T) 球 D(z1,n,e,T),…， 
D(zNz(ne,6),n,E,T), 使 它们 的 并 覆盖 了 j 测度 大 于 1 一 6 的 一 个 可 
测 集合 , 即 


(Fw 人). 


Nr(n,e,6) 
人 I Dtsme,)) >1-56. 


i=1 


这 时 , K = {Zz1,22,… ,ZNz(ne,s)} 就 是 一 个 (ns,5) 覆盖 集 , 且 #K = 
Nr(n,e,6). 下 面 我 们 介绍 Katok 引入 的 测度 粹 定义 ( 见 参 考 文献 [6]). 

定义 4.3.1 设 (X,d) 为 一 个 紧 致 度量 空间 , (X, B(X),/) 为 Borel 
概率 空间 , 工 : 和 一 X 是 同 胚 , 保持 测度 ， 且 是 遍历 的 , 0 < 6 < 1, 则 
T 关于 的 测度 炉 定 义 为 


jn Nr(n,e,6d 
enty(T) = lm limsup Nmed) 
mn 一 oo 


n 
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我 们 将 证 明 ent,(T) = h,(T), 这 里 h,,(T) 为 用 分 解 烂 的 上 确 界定 
义 的 测度 箭 ( 见 第 3 章 ). 等 式 ent,(T) = h,(T) 也 说 明 Katok 的 测度 
炳 定义 与 0 < 6 < 1 的 选取 无 关 . 

引 理 4.3.1 设 (X,d) 为 一 个 紧 致 度量 空间 , (X, B(X),/) 为 Borel 
概率 空间 , T : X 一 X 是 同 胚 , 保持 测度 yy 且 是 遍历 的 , 则 

enty(T”) = rent,(T), vreéeN. 
证 明 ” 设 给 定 neN,0<e<1,0<5<1. 因为 D(z,nr,e,T) CC 
D(z,n,e,T"), 进而 Nr(rn,e,6) > Nrr(n,e,0), 所 以 有 
renty(T) > ent,(T"). 
取 e' > 0, 满足 
d(z,y) <e 一 d(TizT 9) <e, Vr,y EX,i=0,1,.…,7—1. 


则 D(z,n,e',T") C D(z,nr,e,T), 进而 有 Nr(nr,e,6) < Nzrr(ne' ,5)， 
所 以 


renty(T) < ent,(T"). 


引 理 得 证 . 
引 理 4.3.2” 设 (X,B(X),/) 为 紧 致 度量 空间 X 上 给 出 的 Borel 
概率 空间 , T : X 一 X 是 同 胚 且 保持 测度 y, & = {41,…, Ak} 是 一 
个 可 测 分 解 , 。 > 0, 则 存在 紧 集 B; C 4i(i = 1,2,…,k) 及 可 测 分 解 
天 
n= {Bo，Bi1,…, Bk}, 其 中 Bo = X\ | Bi, 使 得 
i=1 


h,(T,é€) < hy(T,n) + eklnk. 
证 明 ”由 于 是 正则 测度 , 总 可 以 取 到 紧 集 Bi C 4; 使 得 


L(Ai\Bi)<e, i=1,2,...,k. 


大 
令 Bo=X\)Bi, 则 p(Bo) < ke. 
4=1 
当 ze (0,1] 时 , 记 $(z) = zlmnz, 并 记 9(0) = 0. 根据 命题 3.1.1 
及 其 推论 , 我 们 有 
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H(EI) = -> (Bi I Ge ) 


i=] 


je 大 
(en) (因为 4A:NBj;=%, i#0, j) 


i=1 MBo) 
大 
1 (AUBon Ai) 
-ai 人 全 各 他) 
(Bo)lnk < eklnk 
进一步 , 有 
n-l n—l n-l 
H (Y 站 <H ( TitvV ee 
i=0 i=0 i=0 
n—l 
人 
i=0 =0 二 | 
n—l n—l nl 
<a(V r+ a 可 
i=0 i=1 i=0 
n—l n—l 
<H (V 7 +》 HI(T-it|T-in) 
i=0 i==l1 
无 一 世 
=H (Y r) +nH(éIn) 
1 
<H (V 7 + nke lnk. 
i=0 
所 以 


hi(T,é€) < hy(T,n) + eklnk. 口 
引 理 说 明 : 当 X 是 紧 致 度量 空间 而 (X,B(X),mw) 为 Borel 概率 空 
间 时 , 要 计算 保 测 映 射 的 灶 , 只 需要 讨论 如 7 样子 的 分 解 ( 除 一 个 集合 
外 其 它 均 为 紧 致 的 ). 
命题 4.3.1 设 (X,d) 为 一 个 紧 致 度量 空间 , (X,.B(X),A) 为 Borel 
概率 空间 ,T: X 一 X 是 同 胚 , 保持 遍历 测度 jy 且 是 遍历 的 , 0 < 5 < 1， 
则 有 
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lim liminf POT) 
E 一 0 了 一 oo n 


证 明 ”考虑 分 解 7 = {Bo, B1,…, Bk}, 其 中 Bi (i = 1 2 有) 


> h,(T). 


大 
为 紧 致 的 且 互 不 相交 的 集合 , Bo = X \ 【Bi. 对 neN, 记 


i=1 


nn=nVT-mV .VT "tn. 
步骤 1 对 充分 小 的 数 Y > 0, 记 
区 ={zeXlzeCn(z)，Cn(z) ET-n， NMCn(z)) 么 euwtTm) 7)}， 


则 刀 , 是 mn_ 中 的 一 些 元 素 的 并 集 . 由 Shannon-McMillan-Breiman 定 
理 , 当 n 一 00 时 , py(Yn) 一 1. 

取 e < 了 minfd(Be 局 )|i 天 六 证 2 人 ,这 里 d(BuB)) = 
Leafee， d(z,y), 则 每 个 D(z,n,e,T) 与 nn 中 至 多 2" 个 元 素 相交 . 
因此 


u(D(zsnm eT) NY) < 2re-n(hu(Tn) -mn) = e—n(h(T) -In2), 


取 N 充分 大 使 得 j(YN) > 1 一 6. 
步骤 2 对 mn> N, 取 X 的 一 个 (ne,6) 覆盖 集 K. 我 们 将 证 明 


#K > Ce™hu (Tn) -7 -Iin2) (3.1) 


对 某 常数 C > 0 成 立 . 
讨论 K 的 子 集 


K'’= {re KlD(z,n,e,T)NY, #0}. 
当 n>2N 时 ,有 
#Ke-™hu(Tm) -In 2) > #K'e-™(he(TmD -7 in2). 


由 步骤 1 可 知 
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#K'e "Tm?) > 》 p(Dlz,n,e, T)NY,) 
EK’ 


> U oemamno9 


rEK' 


因为 D(x,n,e,T)NY, = 82,VzreEK—K', 可知 


"( U (D(z,n,e,T) 0 = ,( U (D(z,n,e,T) no 


rEK’ ZE 下 
又 因为 
nu(¥) > 1 一 5， "( U (tama,n)) >1-56, 
EK 
则 
:( 国 oemamDnogg】 >1-26 > 0. 
EK 

特别 地 , 我 们 推出 上 面 的 估计 下 界 不 依赖 于 n > N, 所 以 (3.1) 式 成 立 . 

步骤 3 因为 (3.1) 式 对 每 个 (n,s, 5) 覆盖 集 都 成 立 , 这 里 n > N， 
于 是 它 对 具有 最 小 基数 的 这 种 集合 Ko (满足 #Ko = Nr(n,e,6)) 也 成 
立 . 故 由 (3.1) 式 知 


> h(T,m) 7-In2. 


lim lim inf 
eE 一 0 m 一 oo 


因为 7 可 以 任意 小 , 于 是 


lim lim inf I Nr (med) Nr(mesd) 


E 一 0 mm 一 co n 


注意 引 理 4.3.2, 令 diam 7 小 , 可 得 到 
ln Nr(n, ,6) 
Nn 


> hl(T,n) -In2. 


lim lim inf 
E 一 0 mn 一 oo 


如 果 用 7T” 代替 T, r s N, 由 引 理 4.3.1 (并 注意 到 Nr(nr,e,6) > 
Nrr(n,e,6)) 得 到 


> h,(T) — In2. 


7 lim lim inf InNr(n,e,6) > 
e—0 mn 一 oo n 
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在 上 式 中 除 以 + 并 令 7 一 co, 可 得 


ln Nr(n,e, 6) 
n 


lim lim inf > h,(T). 
E 一 0 了 一 oo 


命题 得 证 . 
定理 4.3.1 设 (X,d) 为 一 个 紧 致 度量 空间 , (X, B(X),) 为 Bore 
概率 空间 , T : X 一 X 是 同 胚 , 保持 测度 j. 且 是 遍历 的 ， 对 任意 
0<5<1, 有 
h,(T) = lim lim inf In Nr(n,e,56) 


E 一 0 mm 一 oo n 


i ln Nr(n,e,d) 
= lim lim sup 一 一 一 一 一 
e 一 0 mn 一 oo n 


= enty(T). 


证 阴 ”由 命题 4.3.1, 我 们 只 要 再 证 明 


lim lim sup NC) < h,(T). (3.2) 
设 e >0. 选取 XX 的 一 个 有 限 可 测 分 解 上, 使 其 元 素 直径 最 大 的 不 


超过 5, 则 分 解 
€_-n=é€VT- EV... VT "He 
中 的 每 个 元 素 都 在 某 个 (n,e,T) 球 中 . 对 neN,Y>0, 令 
区 ={zeXlzeCn(z)，Cn(z) € €-n, p(Cn(z)) > e over 


则 次 是 &_， 中 的 一 些 元 素 的 并 集 . 

因为 /为 遍历 测度 , 由 Shannon-McMillan-Breiman 定理 ， 对 每 个 
Y > 0 有 ,lim p(Yn) = 1 因此, 当 n 充分 大 的 时 候 , 有 y(Y%) > 
1 一 6. 集合 7 包含 至 多 ex(%(76)+m) 个 £_，, 中 的 元 素 , 这 里 不 妨 把 
engwl(Te+?) 看 做 正 整数 处 理 . 注意 到 上 _。 中 的 每 个 元 素 都 能 被 某 个 
(n,e, 了 T) 球 覆 盖 , 则 用 e"(iw(T'6+?) 个 (n,e,T) 球 即 可 以 覆盖 / 测度 大 
于 1 一 6 的 可 测 集 次 . 这 样 有 


Nr(n,e,6) < @™(h(T,é) Py) 
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进而 
lim lim sup 下 A < h,(T,é€) +7. 
对 每 个 7 > 0 成 立 , 再 由 + 可 以 任意 小 且 hi,(T,&) < hy(T) 可 得 (3.2) 
式 . D 
84.4 习 题 


1. 设 工 :X 一 X 是 概率 空间 (X,B,y) 的 保 测 变换 , f : X 一 民 是 可 测 函 
数 ,C={BeBlT-I(B) = B}. 证 明 : fo 了 T= 三 < /关于 上 C 可 测 , (提示 : 
对 任意 给 定 的 轨道 考虑 包含 这 条 轨道 的 最 小 不 变 集合 .) 

2. 设 (X,B,p) 是 概率 空间 , &, 7 是 有 限 可 测 分 解 . 证 明 : 


H(éIn) = / I(gIm(z) dy, vrex. 


第 5 章 拓 扑 灶 


拓扑 炳 是 度量 一 个 离散 拓扑 动力 系统 的 复杂 程度 的 整体 量 , 也 是 
拓扑 等 价 (拓扑 共 斩 ) 的 离散 拓扑 动力 系统 的 不 变量 . 拓扑 焙 是 动力 系 
统 遍 历 论 的 最 重要 课题 之 一 . 


$5.1 拓扑 炉 的 开 覆 盖 定义 


本 节 介 绍 Adler, Konheim 和 McAndrew 于 1965 年 引进 的 拓扑 炳 . 
前 提 条 件 ” 设 X 是 紧 致 拓扑 空间 , T :XX 一 X 是 连续 自 映射 . 有 
时 称 (X,T) 为 离散 拓扑 系统 . 
符号 和 术语 ” 设 a,8 为 X 的 开 儿 盖 . 
站 记 av8={4NnB|A4ea,Be PB), 并 称 之 为 a 和 6 的 交 .类 
n-l 
似 地 , 对 有 限 多 个 开 覆 盖 a;, i = 0,1,…,k 一 1 可 定义 它们 的 交 V ai 


i=0 


n—l 
对 ieN, 记 Tria={T-i4|Aea), 则 avB, Ya 和 7T-ia 都 是 X 
i=0 


的 开 覆 盖 . 显然 


(ii) 8 称 为 a 的 加 细 , 记 成 a < 6, 如 果 YB e 6, 存在 4 e a, 使 得 
BC 4. 例如 


nl 
a< Vy 和 
i=0 
依 定义 a 的 子 覆盖 也 是 a 的 一 个 加 细 . 


(ii) 记 


wig-mn {hee U a-x). 


已 ET 
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由 XX 紧 致 , 存在 子 覆 盖 {41,.…, Aw(o)} C a, 使 得 其 基数 为 N(a). 这 
样 的 子 覆 盖 称 为 最 小 基数 的 子 覆 盖 . 记 太 (a) = ln N(a), 并 称 之 为 
窗 盖 a 的 炳 .. 

开 履 盖 的 炳 的 几 条 简单 性 质 

() H(a) > 0; H(a) =0 < Nal=1<>Xea. 

(jag 8—=— H(a) < H(O). 

(iii) H(av 8) < H(a) + H(B). 

(iv) 当 了 7 :XX 一 X 连续 时 , 7(T-!la) < HH(a), 其 中 了 为 满 射 时 
等 号 成 立 

证 明 ”()), (ii) 显然 . 

(说) 设 {41,…, Aw(a)},{B1,…, Bw(g)} 分 别 为 a 和 的 具有 最 
小 基数 的 子 覆 盖 , 则 {AinBj|1<igN(a),1<j<N(B)} 为 avB 
的 子 覆 盖 , 它 的 基数 不 超过 N(a). N(6). 故 有 N(avB) < N(a):N(8), 
亦 即 Hl(av8) < H(a) + H(A). 

(iv) 设 {41,…,AN(a)} 为 a 的 一 个 最 小 基数 的 子 覆 盖 ， 则 
{T7141,…,T-1AN(wy} 为 了 -la 的 子 覆盖 . 故 NT-ia) < N(a), 亦 即 
HH(TT1a)< HH(a). 如 果 T:X 一 X 是 满 的 且 {T-141,…,T-1Aw(r-io)} 
为 Tia 的 一 个 最 小 基数 的 子 覆盖 , 则 {41,…, AN(T-16)} 为 a 的 子 覆 
盖 . 故 NT-ia) > N(a), H(T-1la) > H(a). 总 之 , H(T-la) = H(a). 

口 

定义 5.1.1 设 X 为 紧 致 拓扑 空间 , 了: X 一 X 为 连续 映射 如 

果 a 为 X 的 开 覆 盖 , 则 T 相对 于 a 的 拓扑 焙 定 义 为 


h(T.a) = im, LlnN (V 7 5 


i=0 


而 的 拓扑 炳 定义 为 
h(T) = supfht | 3 为 X 的 开 获 盖 ) 
注 h(T.a) 的 定义 是 合理 的 . 可 以 如 下 证 明 : 
eo -4 (V7). 则 因 连续 及 上 面 的 性 质 (iD (iv), 有 


i=0 
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mn 十 P 一 1 n—l 了 一 1 
antp=H ( V 7 =H (Y Pav \ ro 
i=0 i=0 i=0 
n-l 了 一 1 
<H (Y 7 + 日 人 V ro < an 十 ap. 


i=0 i=0 

依据 命题 3.1.3, 极限 h(T, a) = Jim 空 if 全 存在 . 

注 ” 依 定 义 易 知 , 恒 同 映射 的 炉 为 0. 一 般 地 , h(T) 是 [0,+co) 的 
一 个 实数 . h(T) 也 允许 是 +oo. 因 X 紧 致 , 任何 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 ， 
因此 有 

h(T) = sup{h(T,a)|a 是 XX 的 有 限 开 和 覆盖}. 

车 Y C X 为 闭 子 集 且 T(Y) = Y, 即 (Y,T|ly) 形成 一 个 子 拓扑 系统 ， 
则 子 拓扑 系统 的 炳 不 会 超过 原 系 统 的 炳 , 即 h(T|y) < AZ). 

定理 5.1.1 设 了 :X 一 X 是 紧 致 度量 空间 X 上 的 同 胚 , 则 


h(T) = h(T-). 
证 明 设 a 为 X 的 一 个 开 覆 盖 , 则 有 


n—l 
h(T,a) = ,lim, 2 InN (Y 7 


i=0 


se a 一 
-sm inn (7 VT a 


i=0 


、 i 
= im 元 也 六 (Y 1 中 
=h(T-!, a). 
由 a 的 任意 性 以 及 了 是 同 胚 有 h(T) = h(T-!). 
定义 5.1.2 ” 设 T:X; 一 Xi; 是 紧 致 拓扑 空间 Xi (i = 1, 2) 上 的 
连续 映射 . 如 果 存 在 连续 满 映 射 r : Xi 一 Xz, 使 得 +oT = T2o7, 亦 
即 有 如 下 交换 图 : 


Xi 


| 上 


Wt os 
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则 称 (Xi1, 了) 为 (Xz,T2) 的 扩展 系统 , 而 称 (X2,7T) 为 (Xi1,T) 的 因 
子 系统 . 此 时 也 称 (Xi, 了) 和 (Xo, T) 拓扑 半 共 斩 . 如 果 这 里 的 r 是 
同 胚 , 则 称 (CXa, 五 ) 和 (X2,7) 拓扑 共 思 . 

拓扑 共 思 是 个 等 价 关 系 , 故 也 叫做 拓扑 等 价 . 当 (Xi, 了) 和 (Xo, Ts) 
拓扑 共 轿 时 , (Xi, 了 TT) 的 轨道 Orb(z, 卫 ) = {fz,Tiz,T2z,…} 被 7 映射 
成 (Xz,T) 的 轨道 Orb(rz, 了 2) = {rz,T2nz.T2rz,…}, 且 后 者 被 r-1 
唯一 映射 成 前 者 . 下 面 的 定理 说 明 , 拓扑 共 辆 的 系统 具有 相同 的 拓扑 
烂 . 换言之 , 拓扑 焙 是 拓扑 共 辆 不 变量 . 

定理 5.1.2 ” 设 X; 是 紧 空 间 , 7 : Xi 一 Xi(i = 1, 2), 是 连续 
映射 ，(X1, 聊 ), (Xz,T2) 拓扑 共 生 ， 即 存在 同 胚 x : Xi 一 Xz, 使 得 
70T = Ton, 则 4h(T)=h(T). 

证 明 设 a 是 X2 的 开 覆 盖 , 则 有 


1 
h(T2,a)= lim ~InN 
n—o0 Nn 


ll 
二 
3 1 1 
En 
we 
es 
一 ; 
a 
Q 
Me 


1 
吕 
| 
[= 
之 
< 
习 
可 
则 
AS 


所 以 h(T2) < jhD). 由 元 和 7T 所 处 的 位 置 的 对 称 性 , 也 可 证 AT) > 
h(T1). 故 h(T2) = PT 口 
推论 5.1.1 ”如果 (五 ) 为 (Xz,T2) 的 扩展 系统 , 亦 即 (Xo, T) 
为 (2 ,五 ) 的 因子 系统 , 则 h(T2) < h(T). 
证 明 ”在 定理 5.1.2 的 证 明 过 程 中 , 关于 AT ) < h(i) 的 证 明 对 
于 r: Xi 一 X2 为 连续 且 满 的 映射 (可 以 不 必 是 同 胚 ) 也 成 立 . 
由 推论 , 扩展 系统 的 炉 可 以 比 因子 系统 的 炉 大 . 其 原因 在 于 , 因子 
系统 的 一 个 状态 点 ys X2 的 纤维 -1(y) 可 以 包含 有 多 于 一 个 的 状态 
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点 , 可 以 很 复杂 . 为 了 描述 纤维 在 映射 迭代 下 的 复杂 性 或 描述 “纤维 的 

炉 ", 我 们 对 于 子 集合 (即使 不 是 T 不 变 集合 ) 定义 炳 . 设 X 是 紧 致 空 

间 , T :XX 一 X 是 连续 自 映射 , 4 Cc X. 对 于 X 的 开 有 覆 盖 o, 记 
Na(a) = ma| BCa, U BI 让 


BeB 
定义 eh 
h-(T, A,a) = liminf 2 In Na (V ro) . 
i=0 
n—l 
ht+(T, A,a) = limsup 2 In NA (Y re) 
ER A 
(一季 地 不 能 确定 Na(a) 和 Na(T-ia) 有 怎样 的 联系 , 进而 不 能 用 
命题 3.1.3 相仿 地 判断 
n—l 
二 Na (Y 7 
的 极限 存在 )， 自然 ,h-(T, 4,a) < ht+(T, A,a). 定义 
h-(T,A)= suph-(T, A,a), ht+(T,A)= suph*(7, A,a). 


显然 , h-(T,X) = ht+(T,X) = h(T). 下 面 的 定理 再 结合 推论 5.1.1 说 
明 , 如 果 每 个 纤维 都 不 “贡献 ” 炳 , 则 扩展 系统 和 因子 系统 等 业 . 

定理 5.1.3 设 f:X 一 XX 和 g:Y 一 Y 为 紧 致 度量 空间 上 的 连 
续 且 满 的 自 映射 , r : X 一 Y 为 连续 且 满 的 映射 ,满足 rof = gom, 即 
有 交换 图 : 


h(f) < h(g) + suph- (f,r 1(y)), 
VEY 


h(f) < h(g) + supht(f,r  (y)). 
3EY 
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证 明 ”只 需 证 明 


h(f) < h(g) + suph” (f,r (9)). 
ye€Y 


我 们 证 明 的 整体 思路 是 , 对 X 的 任意 给 定 的 开 覆 盖 a, 找 Y 的 相应 开 
覆盖 6, 使 其 满足 


h(fa) < h(g, 0) + suph (fr (y)). 
y€Y 


证 明 的 关键 是 处 理 纤维 r-:(y) 上 的 业 h-(f,7-1(y)). 
记 
a= suph (fr (y)). 
y€Y 


我 们 可 以 假定 a < co (a = co 时 则 命题 自然 成 立 ), 则 h-(f,r-1(y)) < a 
对 每 个 yeY 成 立 . 设 a 为 X 的 开 和 覆盖 , 则 
n—l 
liminf In Nar-iy (V ra <a, Wey. 


设 es > 0 为 任意 给 定 的 常数 , 对 每 个 yeY. 存在 my e Z+, 使 得 


my 一 1 
y 
| V re) <ate. (1.1) 
my 


i=0 
以 下 的 讨论 分 两 步 进行 . 
步骤 1 为 了 选取 一 个 开 覆 盖 8 = {,…, 0), 使 得 对 任意 vy E 
U;, 有 


mj—1 mj—1 
Nai(U,) ( V ro = Nr-i(y,) ( V 六 委 emi(ef+e 


i=0 i=0 
其 中 mj = my,. 具体 选取 方法 如 下 : 
my=l 
对 固定 的 yeY, 取 av 为 V fia 的 满足 [|] 42"'(y) 的 
i=0 AEay 


有 具有 最 小 基数 的 子 覆盖 , 即 
my—1 
#0y = Nr-i(y) ( V 站 
i=0 
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记 
0,= UJ 4, 


AEay 


取 C(y) 为 yeY 的 邻 域 构成 的 集合 类 . 因为 


GAO)n | TK)=%, 
KeC(y) 
存在 KU) e C(y), 满足 1-1K(y) Cc Oy. 取 U, = int K(y), 即 UV 为 集 
合 K(y) 的 内 部 , 则 {Uy |y e Y} 形成 Y 的 开 覆 盖 . 因 Y 紧 致 , 可 取 
一 个 有 限 子 覆盖 8 = {U,,… ,Us,}. 用 Uj 标记 ,用 mj 标记 my,， 
了 = 1,2,…,4, 则 8 即 满足 要 求 . 
步骤 2 证 明 h(f,a) < h(g,B)+ate. 


多 一 人 
在 开 覆 盖 V 9 一 8 中 任 取 定 一 个 元 素 


i=0 
B= B(0)Ng-1B()N:..Ng "dB(n— 1), 


则 
n—l 
Nr-1(B) (Y ro) 
i=0 
nl 
= Mr-iB(Onj-ir-1B(U)n.nf-m-Dr-1B(n-1) (Y ro) ;= C12) 
i=0 
取 
io = 0, 
i =i tm 当 B(0) = Ui 时 ， 
好 三 下 十 mr = Met+ mr, 当 B(a) = 上 时 ， 
ia=iz+m=mk+mr+mt 当 B(iz) = Ut 时, 


0 i iy i 


令 mo=mky ni=mr, nz =m 则 notnit++na 2n. 
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注意 到 Na(aV 8) < Na(a)Na(a), Nans(a) < Na(a)Na(a) 和 
Ne-in-iv(f a) = 


再 由 (1.2) 式 我 们 有 
nl 
Nii(B) (Y 六 
mo 一 1 ml 一 1 
< Nr-i(B) ( WAV ( V 六 v 
i=0 i=0 
me 一 1 
We ( V 站) 
mo 一 1 Ee ni—l 
< Nr-1B(io) ( V 六 “ Nr-1B(i) ( V 六 0 
a 加 
 Nr-lBtia) '(V V re) 


1.1) 式 并 考虑 到 4 是 满足 io+l > n 的 最 小 整数 , 则 有 


In Na:- ‘a (V re) < Dn Bis) (Vr " 


9 
和 >》 ns(a+e)s (n+H)(ate), 
s=0 


Niv(a), Vi>1. 


其 中 互 = max{no,n1,…,ng}. 因此 


n-l n—l 
Ni-1(B) (Y ro) < eln+H)(ate), 


vBe Vg-'p. 
i=0 i=0 
故 . 1 
N (V re) <N (Y 9) entH)(ate), 
i=0 i=0 
进而 有 
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m 一 1 
h(f,a) = ,lim ,im (V ro) 
i=0 


n—l 


< im a LlnN (Vr 3] + lim (a+e) tH 
=h(g,6)+ate. 
由 a,e 的 任意 性 得 到 
h(f) < h(g) + sup 1 (fn (9)). 
定理 得 证 . 口 
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本 节 介 绍 拓扑 燃 的 等 价 定义 . 该 等 价 定义 由 Dinaburg 和 Bowen 
引进 . 据 此 等 价 定义 可 看 到 , 拓扑 炉 表 示 的 是 在 充分 小 但 有 限 的 精度 
下 轨道 段 的 指数 增长 率 . 

前 提 条 件 ” 设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 , 7 : X 一 X 是 连续 自 映 
射 , 和 85.1 的 前 提 有 点 不 同 , 这 里 要 求 拓扑 空间 X 是 可 度量 的 . 
5.2.1 ”用 生成 集 和 分 离 集 定义 拓扑 炳 


定义 5.2.1 设 neN,e>0. 一 个 子 集 FcX 被 称 为 (X,T) 
的 (n,e) 生成 集 , 如 果 对 Yz e X, 存在 y € F, 使 得 d(Tiz, Tiy) < e， 
i 二 0,1,…,n 一 1. 记 

Tn(E) = min{# 忆 | 已 CX 为 (X,T) 的 (n,e) 生成 集 }. 
当 需 要 强调 了 时 , 我 们 将 rn(e) 记 成 ra(e,T). 称 
hi(T)= lu limaup zt lInrn(e) 

为 了 的 由 生成 集 定义 的 拓扑 炳 . 

定义 5.2.2 设 neN,e>0. 一 个 集合 ECX 被 称 为 (X,T) 


的 (ws) 分 离 集 , 如 果 对 V z,y e EE, 存在 ie {0,1,.…,n 一 1}, 使 得 
d(Tiz,Tiy) >e. 记 
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sn(=) = max{#EIE 为 (X,T) 的 (n,e) 分 离 集 }. 
当 需 要 强调 T 时 , 我 们 将 s,(s) 记 成 sn(e,T). 称 
h2(T)= lm lim sup 二 ln sn(e) 
为 了 的 由 分 离 集 定义 的 拓扑 暗 . 
注 ”上 面 定 义 的 米 hi(T) 和 ho(T) 均 是 合理 的 ， 事实 上 , 令 
B(z,e) 表示 以 x 为 中 心 , s 为 半径 的 开 球 , 则 
n-l 
MN TiB(Tiz,e) 
i=0 


是 X 的 开 子 集 . 由 所 有 的 


n-l 
站 TB(Tiz,s)，zeX 


i=0 
形成 X 的 一 个 开 覆 盖 . 因 X 紧 致 , 这 获 盖 有 有 限 的 子 著 盖 . 故 m(e) < 
co. 因 ra(e) 随 。 一 0 而 单调 增加 , 进而 lim sup i Inrn(e) 也 单调 增加 。 


所 以 当 s 一 0 时 , 可 以 取 极 限 以 得 到 hi(T), 这 里 允许 hi(T) 取 +oc. 
又 因为 每 个 形 如 


(NN TTB(Tiz,e) 


Ea0 
的 开 集 合 至 多 包含 (n,e) 分 离 集中 的 一 个 点 , 故 sn(e) < oo. 因 sn(e) 
随 = 一 0 而 单调 增加 , 进而 limsupT ln sa(e) 也 单调 增加 , 则 当 = -0 
时 , 可 以 取 极 限 得 到 hs(T), 这 里 允许 ha(T) 取 +oo. 

5.2.2， 开 覆盖 定义 , 生成 集 定义 , 分离 集 定义 相 互 等 价 


命题 5.2.1 mm(e) < sn(e) 和 mm (5), 进 而 加 (7T) = ho(7). 
证 明 “如果 已 是 (X,T) 的 基数 最 大 的 (n.s) 分 离 集 , 则 EE 必 是 
(X,T) 的 (n.e) 生成 集 . 所 以 rn(e) < sn(=). 


设 巨 为 (X,T) 的 (n.s) 分 离 集 , 具有 基数 sa(s); 下 为 (X.T) 的 
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@ 外) 生成， 具有 基数 nm 人 ( ) 现在 我 们 建立 一 个 映射 5: 一 下. 
对 于 ze 五 , 存在 ye F, 使 得 
d(Tiz,T'y) < 3 hy EE eg 


令 p(z) =y. 由 反 证 法 易 验证 $ 为 单 射 , 故 


sn(e) =#E <#F= "(5): 


命题 5.2.2 设 a 为 X 的 开 和 覆盖 , 其 Lebesgue 数 为 5 > 0, 则 对 


vn > 1 有 
N (Yr) Srn (5) < sn @ 
证 明 设 万 为 (X,T) 的 ("3) 生成 集 , 具有 基数 7 (3) 则 


X= 六 T-iB (rs ;) 人 


rEF i=0 


因为 对 每 个 i B (re 让 是 a 的 某 个 元 素 A; 的 子 集 , 则 


n—l 


NT (rs 工 A E V Tia. 
所 以 ly 
"(Vr)" 
命题 得 证 . 


命题 5.2.3 ” 设 。>0, 并 设 a 为 XX 的 开 窗 盖 , 满足 diam a < e， 
即 a 各 成 员 的 直径 都 小 于 <, 则 


Tn(e) < sn(e) <N (Y re) i 


i=0 
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证 明 设 互 为 (XT) 的 (n,s) 分 离 集 具有 基数 sn(e)， 因 
于 一 
diam a < s，V T-'a 中 每 一 个 元 素 含有 EE 中 至 多 一 个 点 , 故 


0 


nm 一 1 
sn(E)<N (Y ro 


i=0 


命题 得 证 . 
下 面 的 定理 指出 , 对 于 紧 致 度量 空间 而 言 , 三 个 粹 定义 等 价 . 注意 
到 用 开 履 盖 给 出 的 焙 定 义 并 不 涉及 度量 ， 因而 拓扑 粮 与 度量 选取 无 关 . 
定理 5.2.1 设 (X,d) 为 紧 致 度量 空间 , T: 铸 一 X 是 XX 上 的 连 
续 映射 , 则 拓扑 炳 的 三 个 定义 相同 : 
n—l 
h(T) = sup ,lim n InN (Y ro) 


=0 


= = lim limsup lnrn(e) 


和 = lim limsup ln sn(e). 
一 0 刀 一 oo 


证 明 对 ve>0, 令 ac 是 X 的 半径 为 e 的 开 球 构成 的 开 覆 盖 . 
用 n=n(e) < 表示 ae 的 Lebesgue 数 . 任 取 X 的 直径 小 于 了 的 开 
覆盖 9, 则 


n—l n—l 
N (Y ro Sm(2) <sn (2)<N (Y 79 
进而 有 


h(T, ae) < lim sup Thar (2)< < limsup L ln sn (2) 


n—00 n—o0 


< h(T, 8) < suph(T, a). 


因为 


suph(T,a) = lim h(T, ac), 
全 < 一 0 


以 及 = 一 0 时 7 一 0, 于 是 令 < 一 0 即 得 所 要 证 明 的 等 式 . 口 


85.2 ”拓扑 炉 的 等 价 定义 105 


注 ”由 证 明 过 程 知 , 可 以 在 定理 5.2.1 的 表达 式 中 将 lim sup 替换 
成 liminf. 用 生成 集 和 分 离 集 定义 的 拓扑 炉 取 了 两 次 极限 , 先是 关于 


n, 再 是 关于 <, 其 中 重要 的 极限 是 关于 n 的 极限 , 这 是 动力 系统 进入 
的 地 方 . 事实 上 , 在 许多 重要 情形 中 , 关于 < 的 极限 是 平凡 的 . 例如 , 下 
一 节 将 看 到 的 可 扩 同 胚 情形 , 小 于 可 扩 常 数 的 < 是 不 必 考 虑 的 . 


5.2.3 ”和 迭代 系统 和 乘积 系统 的 拓扑 炉 


迭代 系统 和 乘积 系统 的 拓扑 箭 的 累加 遵循 这 样 的 规律 : n 次 迭代 
系统 的 烂 是 原 系 统 的 n 倍 , n 次 乘积 系统 的 烂 也 是 原 系 统 的 n 倍 . 

定理 5.2.2 ”对 任意 整数 m > 1, 有 h(T™) = mh(7). 

证 明 对 n>1 和 >0,(X,T) 的 (nm,e) 生成 集 必 为 Tm 的 
(n,e) 生成 集 , 所 以 rnm(e,T) > rn(e,T™). 于 是 有 


h(T™)= lim lim sup 2 lInrn(e, T™) 


oo 
< lim lim sup 2 “ Sa Inrnm(e, T) 
e 一 0 noo0 N mn 
= mh(T). 
反之 , 对 于 Ve > 0, 因为 :XX 一 X 一 致 连续 , 于 是 存在 5 > 0， 
使 得 
d(z,y) < 6 一 dTzT yy) <ée, Vr,y EX,i=0,1,.…,m—1. 


因为 Tm 的 (mw,5) 生成 集 必 为 了 的 (nm,e) 生成 集 , 所 以 rn(6,Tm) > 
rnam(s,T), 进而 
h(T™) > mh(T). 


定理 得 证 . 
定理 5.2.3” 设 T :XX; -Xi 是 紧 致 度量 空间 (Xi,di) (i = 1,2)， 
上 的 连续 映射 , 则 AT x Ts) = h(Ti) 二 +h(T2). 
证 明 ” 取 乘 积 空间 Xi x X 的 度量 d 为 (拓扑 炳 与 度量 无 关 , 这 
里 的 度量 方便 讨论 生成 集 和 分 离 集 ) 


d((z1, 72), (y1,y2)) = max{di(z1,%), d2 (72,y2)}. 
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用 Fi 表示 (XiT) (i = 1,2) 的 (n,e) 生成 集 , 则 易 证 三 x 忆 为 
(X1 x X2,T x TD) 的 (n,e) 生成 集 . 这 样 , 有 
Tn(e, Ti x Ta) < rn(e, Ti)rn(e, Dy), 
进而 
nT x T2) < h(T) + h(T). 
用 玉 表示 Ti; (i = 1,2) 的 (ne) 分 离 集 , 则 易 证 己 x 为 TxT2 
的 (n,e) 分 离 集 . 这 样 , 有 
sn(E, Ti x T2) > sn(e, Ti)sn(e, T2), 
进而 
Am x Ta) > Am) + h(T2). 


定理 得 证 . 


85.3” 非 游荡 集 Q(F) 和 AT) = ATlom) 的 证 明 


5.3.1 ” 非 游荡 集 的 概念 和 简单 性 质 

定义 5.3.1 设 X 为 拓扑 空间 ,了 : X 一 X 为 连续 映射 . 点 ze 和 
叫做 了 的 游荡 点 , 如 果 存 在 zx 的 开 邻 域 UV, 使 得 对 任意 正 整 数 n, 有 
Tr"UNU = 9. 如 果 zeX 不 是 T 的 游荡 点 , 则 称 > 是 了 的 非 游荡 
点 . 用 2(7T) 表示 7 的 所 有 非 游荡 点 的 集合 , 即 

= {zeX | 对 包含 z 的 每 个 开 集 V， 存在 
n 二 n(z,U,T) >1, 使 得 TUnD CT. 
称 Q(T) 为 了 的 非 游荡 集 . 

易 知 , 游荡 点 集 X\ 2(T) 是 开 集 , 非 游荡 集 2(T) 为 闭 集 . 非 游 
荡 集 2(T) 是 了 的 不 变 集 , 即 T2(T) Cc 2(7). 如 果 用 P(T) 表示 了 
ee 则 P(T) c Q(T). 

例 5.3.1 用 


p: RxR=R?—T?=S!x5), 


(ZL1, 72) 1 (e2xirl,e2rizz) 
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表示 平面 到 环 面 的 投射 . 考虑 线性 映射 


4-|? 上 R? 一 R?. 
b 
取 f:T? 一 T?, 使 得 po A4=fop, 则 f 是 T? 上 的 同 胚 (思考 题 ), 且 
0() = T= PU). 

证 明 ”平面 R 上 两 个 坐标 均 为 有 理 数 的 点 叫做 有 理 点 , 其 在 投 
影 p 下 的 像 点 叫做 T? 上 的 有 理 点 . 我 们 将 要 证 明 , T? 上 的 有 理 点 均 
为 f 的 周期 点 . 

我 们 把 平面 R 上 的 点 写成 列 向 量 形式 . 考虑 R? 的 有 理 点 (不 失 
一 般 性 , 设 该 点 的 两 个 坐标 都 是 正 数 ) 


其 中 mi, 4; 为 正 整数 , 则 A"z 仍 是 R? 的 有 理 点 , 其 坐标 分 量 为 让 
和 -2 的 整 系数 线性 组 合 
m2 


这 里 [mi,m2] 为 两 整数 ml 和 ms 的 最 小 公 倍数 ，B。 和 Cn 为 小 于 
[mi, mz] 的 非 负 整数 ，P,,Q， 为 整数 . 由 于 小 于 [ma,mz] 的 非 负 整数 
只 有 有 限 多 个 , 这 样 的 (Bu, Cn) 也 只 能 有 有 限 多 对 , 故 必 存在 mw 关 m， 
使 得 (Bw,Cw) = (Buw,Cnv)， 这 时 4h"z = 4"z (mod ZxZ), 因 
而 /fm'(p(lz)) = f™(p(z))， 不 妨 设 mn > mn”. 令 k=n 一 mw', 则 有 
f*(p(z)) = p(z), 即 p(z) 为 f 的 周期 点 ， 故 T? 上 的 有 理 点 均 为 周 

因 有 理 点 的 集 是 环 面 T? 的 稠密 集 , 故 2(f) = T? = P(]). 


5.3.2 ”证明 AT) = ATlom) 
我 们 将 介绍 一 个 定理 , 指出 系统 的 由 拓扑 炉 所 描述 的 复杂 性 完全 
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集中 在 非 游荡 集 的 限制 子 系统 上 . 这 结果 首先 由 Bowen 证 明 . 本 节 我 
们 采用 熊 金 城 给 出 的 简化 证 明 ( 见 参 考 文献 [19]). 
设 X 是 紧 致 拓扑 空间 ,了 : X 一 X 是 连续 映射 , a 为 X 的 开 覆 
盖 . 对 KeN, 记 
ka ={4UU4k 4ieai=12 人 }， 
那么 ka 是 X 的 开 覆 盖 , 它 有 以 下 性 质 : 
人 N(a) < EN(ka); 
(ii) T-1(ka) = kT-1(a): 
(ii) 如 果 ao,o,… ,an_1 (n > 0) 都 是 X 的 开 覆 盖 , 那么 
n—l n-—l 
V ka>imVai 
i=0 


i=0 
(i) 和 (ii) 直接 由 定义 推出 . ( 阁 ) 的 证 明 也 不 难 , 留 给 读者 思考 . 
下 面 我 们 给 出 三 个 引 理 进而 证 明 h(T) = h(T|g(z)). 
引 理 5.3.1 hh(T,ka) > h(T,a)— Ink. 
证 明 ”由 性 质 (一 (ii), 我 们 有 


1 nl 
h(T,ko) = lim a InN (V 至 to) 


i=0 


1 mn 一 1 
a -i 
mA (V kT 9 


i=0 


n-l 
1 
lim 一 In 和 N |k™ | 
en ( V 中 


i=0 


1 人 1 
a el A 


=h(T,a)— Ink. 
引 理 得 证 . 口 
引 理 5.3.2 ” 设 a 为 X 的 一 个 开 覆 盖 , 且 存 在 4 es a, 使 得 
A f(T), AT, a) = 0. 
证 明 ”对 每 个 ze X\ 8(T), 存在 4A. e a 使 得 ze As. 又 据 游 
荡 点 的 定义 , 存在 x 的 开 邻 域 B。 C 4z, 使 得 


ll 


V 


V 
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Ban 四 rey) =@. 


i=1 
易 见 w = {A}uU{Bz| ze X\ Q(T)} 亦 是 X 的 开 覆 盖 且 ao > a. 任意 
取 oa’ 的 有 限 子 覆盖 8. 由 于 6 > a, 则 只 要 证 hnT,6) = 0 即 可 . 于 是 ， 
我 们 不 妨 设 a = {4, B,,,…, Bz,} (> 1), 其 中 Bs, 是 zi € X\ Q(T) 
的 开 邻 域 , 满足 B-, 与 TBs,,T?Bs,,… (i = 12,……t) 都 不 相交 . 记 


oa =O 
一 一 一 一 


对 于 mn > 4, 考虑 映射 
n—l 
€: ao» V Ta 
i=0 
n—l 
(Co CCn_D 门 T (CD 
i=0 


显然 ,上 是 满 射 . 设 (Co, C1,… ,Cn-1) e an 中 不 是 4 的 分 量 的 个 数 大 
于 4 则 显然 存在 7 < 7, 使 得 Ci = Ci = Bs, 对 某 个 9 成 立 . 这 时 
n—l 
上 (Cu CC = (| Ti(C) = 


i=0 


n—l 
若 不 然 , 则 存在 ze 门卫 (Ci), 蕴涵 Ti(z), T7 (z) e Be 从 而 Be,n 


i=0 
T7 -1(B。,) 尖 2. 这 与 Bs。 的 选取 矛盾 .以 下 估计 V Ta 的 基数 . 
记 i=0 
T(n,4) = {(Co, C1,.…, Cn_1) ean | Co,Ci ,Cn_i 中 不 同 于 
4 的 元 素 个 数 < 4, 且 €(Co,C1,…,Cn-1) #2})， 


N= 
则 YT-ia 中 非 空 元 素 的 个 数 不 大 于 # Fr(n, 6). 显然 ， 


i=0 
#T(n,L) < 条 的 癌 


i=0 
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mn-1 
由 是 满 射 , N (VY ro 和 ml .pt+l, 于 是 


i=0 
n—l 
AT， a) = im = lnN (Y ro 
j= 


< lim Lllnn+ (+1)Inb) =0. 
了 一 oo 也 


引 理 得 证 . 

对 X 的 开 覆 盖 a, 记 alom = {4Nn2(T)| Aea), 则 alg(r) 是 
人 2(T) 的 开 帮 盖 . 

引 理 5.3.3 设 a 为 X 的 开 覆 盖 , 则 AT,a) < ln N(alpdr)). 

证 阴 记 = Nlalng(7)), 即 覆 盖 1(T) 所 需 用 的 a 中 的 元 素 的 最 
少 个 数 . 这 时 ka 为 满足 引 理 5.3.2 条 件 的 开 覆 盖 , 因此 h(T, ka) = 0. 
再 由 引 理 5.3.1 知 

h(T.ka) > h(T,a)— nk=h(T.a)— lnN(alg(r)), 


故 
h(T.a) & ln N(alng(7)): 


引 理 得 证 . 口 
定理 5.3.1 设 X 为 紧 致 拓扑 空间 . 工 : X 一 X 为 连续 映射 , 则 
了 的 拓扑 炳 等 于 在 非 游 荡 集 上 的 限制 映射 的 拓扑 炉 . 即 
h(T) = ATlotr)). 
证 明 设 a 为 的 开 覆 盖 . 并 任 取 正 整数 m > 1. 我 们 有 


1 mn 一 1 
,in 元 lnN ( V 下 ) 


i=0 
mm 一 1 

三 in 二 a 人 V fro) 
n—l mm 一 1 

三 (| Vi V re) 


pe 
i=0 j=0 


-1(7™" Vr 中) 


h(T.a) 
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3 
二 


Tala ) (由 引 理 5.3.3) 
ram (由 QTm) CCD)) 


m-—l 
lnN V atamieloo) 


和 覆盖 时 得 

h(T) < h(Tlocn)). 
而 另 一 边 的 不 等 式 h(T) > h(T|o(r)) 显然 是 成 立 的 . 故 定理 中 的 等 式 
成 立 . 口 
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设 (X,d) 为 紧 致 度量 空间 , T : X 一 X 是 连续 自 映 射 . 用 开 有 覆盖 
来 计算 了 的 拓扑 炳 的 难点 之 一 是 , 对 X 的 所 有 开 材 盖 的 焙 取 上 确 界 ， 
为 取得 此 上 确 界 , 我 们 一 般 并 不 是 考虑 所 有 的 开 有 覆盖 , 而 只 是 考虑 一 个 
直径 趋 于 0 的 开 覆 盖 序 列 {a,}>, diam an 一 0. 对 X 的 任 给 定 的 开 覆 
盖 a, 由 定理 1.3.2, 存在 Lebesgue 数 5 = 6(a). 取 n=n(a) 充分 大 , 使 
得 diam an < 6, 则 AT,a) < AT,an). 这 就 给 出 h(T) = suph(T,an). 

相仿 于 测度 烂 的 生成 子 分 解 , 我 们 在 这 里 考虑 生成 子 开 覆 盖 , 进而 
相仿 于 Kolmogorov-Sinai 定理 , 把 T 的 拓扑 焙 归 结 为 对 生成 子 开 
覆盖 的 拓扑 粹 . 
5.4.1 可 扩 同 胚 


定义 5.4.1 ” 紧 致 度量 空间 (X, d) 的 同 胚 工 : X 一 X 称 为 可 扩 的 ， 
如 果 存 在 常数 。 > 0, 满足 : 对 z 关 y, 存在 ne Z, 使 得 d(T"z,T"y) > e. 
称 e 为 了 的 可 扩 常数 . 

定理 5.4.1 (可 扩 映 射 的 等 价 定义 ) 设 (X,d) 为 紧 致 度量 空间 ， 
了 :六 一 X 为 同 胚 , 则 下 列 四 条 等 价 : 
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(iD 工 :和 一 X 为 可 扩 同 胚 ; 

(i 存在 e > 0, 如 果 d(T"z,T"y) <e, wneEZ, 则 z=y; 

(ii) (X,T) 具有 一 个 生成 子 开 覆 盖 a, 即 : X 的 一 个 有 限 的 开 覆 
盖 , 满足 对 每 个 序列 {4An}+>, 4A, es a, 有 


# 月 T 4n <1, 
其 中 4 表示 集合 4 的 闭 包 ; 

(iv) (X,T) 具有 一 个 弱 生 成 子 开 覆 盖 a, 即 : X 的 一 个 有 限 的 开 

黎 盖 , 满足 对 每 个 序列 {4j+2,4。e a 有 
十 oo 
# 门 T™"An<1. 

证 明 (< 一 (ii) 显然 . 生成 子 开 覆 盖 自 然 是 弱 生 成 子 开 覆 盖 , 故 
(ii) 一 (iv) 显然 . 设 3 = {Bi,…,B,} 为 (X.T) 的 弱 生 成 子 开 有 覆盖 ， 
6 > 0 为 3 的 Lebesgue 数 . 令 a 为 由 有 限 多 个 开 集 4; 组 成 的 开 和 覆盖 、 
满足 diam 4; < 5. 则 a 是 (X,T) 的 生成 子 开 覆 盖 . 故 有 (iv) 二 >(iii). 

现在 证 明 (< 一 (ii). 设 e > 0 为 可 扩 常 数 . 取 a 为 X 的 一 个 开 
覆盖 , 满足 diam a < 上 则 a 为 生成 子 开 覆 盖 . 反之 , 设 a 为 X 的 生 


成 子 开 覆 盖 , 则 a 的 Lebesgue 数 即 为 并 的 可 扩 常 数 . 口 
例 5.4.1 设 人 > 1, 并 设 {0,1.… 估 -1} 是 一 个 离散 拓扑 空间 . 


十 oo 
zk)= 工 {o.1…… 尖 一 1 


取 乘 积 拓扑 , 其 相 容 的 度量 可 取 为 


十 区 
|zi 一 妈 | 


dn). (gE) = > 一 有 
这 里 . 当 关头 大 时 . 必 一 中 = 而 当 关 = 下 时 .一 则 =0. 则 YA) 
是 一 个 紧 致 度量 空间 . 令 
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o :E(k)= [I{0,1,……,£— 1}— 2(k), 
(zi) 中 (Zi+1). 


(2(k),o) 叫做 大 个 符号 的 (拓扑 ) 双边 符号 系统 . 显然 , c : 2(F) 一 Z() 
是 一 个 同 胚 . 实际 上 它 还 是 可 扩 的 . 这 是 因为 上 个 集合 


Ao = {(zi) € 2(k) | zo = 0}, 


Ak-1= {(7i) € Dk) | zo =k—1} 


构成 一 个 生成 子 开 覆 盖 ( 称 为 自然 生成 子 ). 
定理 5.4.2 设 T: XX 一 X 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 的 可 扩 同 胚 ， 
具有 可 扩 常 数 e > 0, a 为 X 的 一 个 有 限 覆 盖 (不 一 定 是 开 禾 盖 ), 满足 
diam a < e, 则 
(i) 对 ve > 0, 存在 N > 0, 使 得 
N 
| V ro < 5; 
1 一 一 从 
(ii) 如 果 a 是 开 覆 盖 , 那么 对 YN, 存在 s > 0, 使 得 
Fh N 


d(z,y) <e 一 > z,y E | TA 
n=—N 


对 某 些 4_N,4N Ea 成 立 . 
证 明 (i) 假设 结论 不 成 立 , 则 存在 。 > 0, 使 得 对 Vi > 0, 有 
zh d(Tj,yj) >e 及 Aji Ea(i<isgj), 满 足 
TY ETI A; -i NTIT1A; G1) nnT4i,-1 
NAjoNT AIN: :NTH A 
X 紧 致 , {z;} 和 {y;} 都 有 收敛 子 列 , 为 符号 简单 起 见 设 它们 都 是 


收敛 列 , ri 一 z,y; 一 y. 这 意味 着 , d(z,y) > s, 进而 z 关 y. 但 我 们 
将 马上 看 出 这 是 矛盾 的 . 考虑 集合 序列 4jo(7 变 ). 因 a 为 有 限 覆 盖 ， 
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必 可 取出 无 限 多 个 脚 码 j, 使 4jo 取 a 中 的 同一 个 元 素 , 记 此 元 素 为 
40. 则 z,y e 4o. 从 这 已 取出 的 无 限 多 个 脚 码 ; 中 再 取出 无 限 个 脚 
码 , 仍 记 为 j, 使 Aj 取 a 中 的 同一 个 元 素 , 记 为 41. 则 Tz, Ty e Ai. 
从 这 第 二 次 取出 的 无 限 多 个 脚 码 ; 中 再 取出 无 限 个 脚 码 , 仍 记 为 j, 使 
4j,-1 取 a 中 的 同一 个 元 素 , 记 为 4A_1. 则 了 T-1zx,T-!1y € 4_1. 如 此 继 
续 下 去 , 则 可 以 取出 4,, n < Z, 使 得 


由 此 可 得 


但 是 另 一 方面 , 由 diam a < e 推出 


+o0 
*( 人 NN rn <1 


得 出 矛盾 . 
N 
(ii) 因 a 是 开 覆 盖 及 7 连续 , 则 V 7 "a 是 开 和 覆盖 . 取 = 为 
n=_N 
N 
V T-n"a 的 Lebesgue 数 即 可 . 口 
n=—N 


推论 5.4.1 设 T:X 一 义 为 紧 致 度量 空间 的 可 扩 同 胚 , 具有 可 
扩 常 数 e > 0, a 为 有 限 履 盖 , 满足 diam a < e, 则 当 n 一 co 时 ， 


dion V re) 一 0. 

定理 5.4.3 设 工 :和 一 X 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 的 可 扩 同 胚 . 
则 存在 整数 k > 0 和 双边 符号 系统 ( 见 例 5.4.1) (2(k),o) 的 不 变 闭 子 
集 4 (co(4) = 省 . 以 及 连续 满 映 射 g : 4 一 X, 满足 go0=To9, 即 
有 如 下 交换 图 : 
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o 


TIA ACE) 
6| ls 


pp eh 


简 言 之 , (X,T) 是 双边 符号 系统 (2(k),o) 的 一 个 不 变 闭 子 系统 (4,0) 
的 因子 系统 , (4,c) 为 (X,T) 的 扩展 系统 . 
证 明 设 e> 0 为 的 可 扩 常 数 . 我 们 将 构造 X 的 一 个 覆盖 Y= 
{Co, C1,…, Ck-1}, 使 得 每 个 Ci 均 为 闭 集 , CinCi = 9Cin6Ci，i 大 小 
大 一 1 
且 (J 9C; 无 内 点 . 
i=0 
取 由 半径 为 5 的 开 球 给 出 的 X 的 一 个 有 限 开 绕 盖 {Bo,…， Bk-1}， 
再 取 Co = Bo,C1 = Bi\ Bo,…,Ck-1 = Bki\ BoU.…U Bk:-2, 则 如 
果 i<j, 我 们 有 
CiNC;=CiNB8C ( 因 int Ci = Bj;\(Bo UB;)) 
=86cin8cj ( 因 6cinint CiCc BIN\(BoU.…Bi-1) = 2@). 


显然 
大 一 1 大 一 1 
Usacic WJ 38 
i=0 i=0 


大 一 1 十 oo 
且 两 个 并 集合 都 没有 内 点 . 令 卫 = jc Dw = 【J 7T"D, 则 Dw 


i=0 n=—00 


是 第 一 纲 集 , 进而 X\ D。 于 X 是 稠密 的 . 
对 于 ze XX\Dw, 可 唯一 地 指定 {an}nez e 5(k), 使 得 T"z € Ca. 
令 
4= {{fanjts&| 存 在 zeXNAD。，, 使 得 T"z e Co,}. 


于 是 形成 了 映射  : X\ De。 一 4. 因为 了 是 可 扩 同 胚 及 Bi (i = 
0,1,…,k 一 1) 的 直径 的 取 法 , 知 小 是 单 射 , 进而 存在 逆 映 射 7 : 
4 一 XX \ Dw. 我 们 说 w-! 是 连续 映射 , 即 Ve > 0, 存在 N, 使 得 只 要 
Ty EX\ De (Vr)n = (Vy)n, ln| < N, 则 d(z,y) < e. 


116 第 5 章 拓扑 箭 


事实 上 , 由 定理 5.4.2, 对 ve > 0, 可 取 N, 使 得 


N 
| V rn <E 
了 = 一 N 


故 如 果 (wz)n = (wy)n,|n| < N, 则 z 和 y 属于 V T"y 中 的 同一 个 


=—_—N 
元 素 , 进而 d(z,y) <. 

把 ww-! :4 一 X\D。 延 拓 到 连续 映射 g: 4 一 大 . 因为 X\ Dw 
稠密 , 所 以 $ 是 满 的 . 由 oT = oo 给 出 oo(y) = To9(y),vy eA4. 
故 (A,o) 为 (X,T) 的 扩展 系统 . 记 4 = A, 则 定理 得 证 . 
5.4.2 ”可 扩 映 射 的 拓扑 炳 

定理 5.4.4” 设 T: 久 一 XX 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 的 可 扩 同 胚 ， 
a 为 (X,T) 的 生成 子 开 有 覆盖, 则 h(T) = h(T, a). 

证 明 ” 设 8 为 X 的 开 覆 盖 , 5 > 0 为 8 的 Lebesgue 数 . 根据 定 
理 5.4.2, 存在 N, 使 得 


N 
son ( V ro) < 0. 


n=—N 


则 
N 
V Ta>H. 


n=—N 


我 们 有 
nasa(r V. Te 中 


N 
全 im TinN (Y TV ro 


i=0 n=—N 


中 
日 
| 
EE 
= 
pe 
TF 
3 
g 
ag 
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=h(T,a). 


由 8 的 任意 性 知道 h(T) = h(T, a). 

注 ” 紧 致 度量 空间 (X,d) 的 自 映 射 工 : X 一 X 称 为 正 向 可 扩 的 ， 
如 果 存 在 常数 e > 0, 满足 : 对 zx 关 y, 存在 ne N, 使 得 d(T"zx,7T"y) > e， 
则 称 e 为 可 扩 常 数 . 对 正 向 可 扩 自 映射 也 有 用 正 向 生成 子 计算 拓扑 炉 
等 类 似 的 结论 (习题 ). 

推论 5.4.2 ” 紧 致 度量 空间 上 的 可 扩 同 胚 必 有 有 限 拓扑 业 . 

例 5.4.2 ”由 此 个 符号 决定 的 双边 符号 拓扑 系统 ((k),o), 拓扑 
焙 为 Ink. 

证 明 取 a={4ho,A41,…,Ak-1} 为 (2(p,c) 的 自然 生成 子 , 即 


4i = {(zi)+sl zo=i}, i=0,1,..…,k—1. 


n-l 
开 覆 盖 Yo-'a 中 的 元 素 是 形 如 [io, 记 ,…,in-1] 的 矩形 , 总 个 数 是 


i=0 


k". 因 这 些 矩 形 互 不 相交 , 则 


我 们 有 
h(o) = hl(o, a) 
n—l 
= lim 一 InN (Y | 
i=0 
= ,im — lnk” 
= lnk. 
命题 得 证 . 口 
单 边 符号 动力 系统 也 有 此 结论 . 


和 矩阵 4= (aij)kk 称 为 0-1 矩阵 , 如 果 aij=0,1 (i 7 =0,1,., 
k 一 1). 用 0-1 矩阵 4 = (oj)kk 可 以 决定 E(k) 的 一 个 子 集合 2(4): 
I 二 (Zi)+% eZ(4) 当 且 仅 当 oa-,=， =1(ieZ). 称 (5(4),o) 为 A4 决 


118 第 5 章 拓扑 炉 


定 的 有 限 型 子 转移 , 或 拓扑 Markov 链 . 下 面 考虑 符号 系统 的 一 般 子 系 
统 的 焙 和 拓扑 Markov 链 的 炳 . 

例 5.4.3 设 (5(k),o) 为 大 个 符号 决定 的 双边 符号 系统 . 

(i) 设 久 为 2(k) 的 闭 的 o 不 变 子 集 , 则 


于 
hlolx) = ,lim InOn(X), 


其 中 
bu(X) =#{[ioi zi] | 存在 z= (zn)+% € XX， 
使 得 zo = io,… zn-1 = in-1}. 


换言之 , 9,(X) 表示 出 现在 X 的 n 数组 (io, 订 ,…,in_1) 的 个 数 , 亦 即 
如 (X) 表示 与 X 相交 的 n 和 矩形 [io 和，……,zn-1] 的 个 数 . 

(i) 对 由 不 可 约 的 0-1 矩阵 4 决定 的 有 限 型 子 转移 (2(4),c) 有 
htclZ(4)) = ln 和 ,其 中 入 为 4 的 最 大 的 正 特征 根 (由 定理 1.3.3 知 这 
种 正 特征 根 存在 ). 

证 明 (i) 设 a= {41.…,Ak-1} 为 (5(k).o) 的 自然 生成 子 , 而 
alx 为 (X.olx) 的 生成 子 开 戏 六 

注意 到 与 相交) 矩形 [io.i.……,in-i] 的 个 数 9,(X) 恰好 等 于 

n-l 
N (Vorer). 故 


‘=0 
1 
hloly)=h(oly.aly)= lim ~ InO,(X). 
nmoo 下 


(ii) 我 们 讨论 与 YL4) 相交 的 ”矩形 [i0..….in-_1] 的 个 数 . 我 
们 看 到 : 存在 x = (xi)- 交 & 5(A4). 使 得 


To= onl = nl © Qioiaiiaz din Lain = 1. 
大 一 1 大 一 】 
n—l 
(CA) = 》 Qioii Qia is sis = > (A™ Jia 
| io.in=0 


这 里 4， 表 和 矩阵 4 的 (i.j) 位置 的 元 素 . 若 用 
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大 一 1 
I(6a)l = 2 lb 


i,j=0 
定义 矩阵 (bj) 的 模 , 则 
bn(Z(4)) = 1 4 一 | 
故 由 (i) 和 谱 半 径 公 式 得 
Aclz(A)) = ,lim 二 In 0,(5(A)) 
= im In(|A™ |’*) 


= lnA. 
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例 5.5.1 设 T: 5S1 一 51 为 单位 圆周 S! 上 的 同 胚 , 则 h(T) = 0. 
证 明 ”我 们 知道 了 将 区 间 映 射 成 区 间 , 因为 区 间 是 5! 的 连通 子 

集 . 不 妨 设 5! 的 周 长 为 1. 取 so > 0, 满足 
d(z,9) < e0 — dT-1z,T-1y) < 于 
任 取 定 0 < s < eo. 为 计算 拓扑 焕 , 我 们 考虑 了 的 (n,e) 生成 集 . 在 51 


上 分 布 日 十 1 个 点 , 使 其 相 邻 两 个 点 的 距离 ( 弧 长 ) 不 大 于 6, 其 中 


Vr,yes!. 


[| 表示 的 矣 数 部 分 , 则 这 些 点 构成 (91,7) 的 (1,6) 生成 集 因此 


n(e) < 目 +1 我 们 有 如 下 断言 


ss wosn([ ) 


证 明 ”用 归纳 法 证 明 此 断言 . n = 1 时 已 证 . 现在 假定 -1 时 不 
等 式 成 立 , 即 


了 中 


rn_li(e) 和 (n—1) 人 目 十 1 | . 


设 下 为 (51,T) 的 具有 最 小 基数 的 (n - 1,s) 生成 集 , 即 满足 #F = 
ra_i(e). 考虑 T"-1(F) 中 的 点 和 这 些 点 决定 的 区 间 . 在 T"-!(F) 中 
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添加 一 些 点 , 使 新 区 间 长 度 小 于 <. 我 们 需要 添加 至 多 日 +1 个 点 . 
用 忆 表示 这 些 新 点 的 集合 . 令 F' = FUT-(m-DE. 我 们 将 证 明 严 为 
(S1,T) 的 (n,e) 生成 集 , 进而 有 


mo <n (| +1). 


事实 上 , 对 于 Vr e S1, 存在 y € F, 使 得 d(Tiz,Tiy) < e, 0 < 
i 入 7 一 2 一 旦 d(T"™-!z,T"-1y) 和 es, 则 断言 无 需 证 明 ， 如 果 不 存 
在 这 样 的 y e F, 我 们 可 以 先 选取 y e F, 使 得 d(Tiz, Tiy) < e,0 < 
i < n 一 2， 以 7T"!1z,T"-1y 为 端点 共有 两 个 区 间 ， 从 中 选取 一 个 记 
成 1 使 得 也 = TI 以 Tn-2z,Tn-2y 为 端点 , 且 diam(T-17) < 
Ee. 取 T" lz €E INE (z ET-("wDp), 使 d(T"-!z,T"-1z) < ec, 则 
T?"-2z E 7 进而 d(T"-?z,T"m-?z) < e. 区 间 7' 被 T-! 映 成 区 间 1", 


其 端点 为 T"-3(z), T"-3(y)， 由 6 的 取 法 有 diam 1” < 3 其 中 


是 以 T"3z,T"-3y 为 端点 的 两 个 区 间 中 长 度 最 小 的 . 再 因 d(T"-3z， 
T"-3y) <e 知 diam 1” <e. 由 7T"-3z E17, 得 d(T"-3z,T"-3z) < =. 
归纳 地 , 我 们 得 到 


d(TTiz,T-iz) <e, i=0,1,.…,n—l1. 


所 以 F' 是 (n,e) 生成 集 . 断言 得 证 . 
根据 断言 和 拓扑 粹 的 生成 集 定义 可 知 h(T) = 0. 
定理 5.5.1 设 M 为 p 维 紧 致 光滑 Riemann 流 形 . f : M 一 A/ 
为 可 微 映射 , 则 h(f) < oc. 
证 明 记 a= sup, IDf(z) 川 由 流 形 M 的 紧 致 性 和 切 映射 的 连 


续 性 , 可 知 0 < a < oo. 车 a < 1, 则 中 值 定理 意味 着 d(f(z). f(y)) < 
d(x,y), Vz,y € AL. 进而 h(f) = 0 (思考 题 ). 以 下 设 o > 1. 

用 川 . 川 表示 Rr? 中 向 量 的 模 , 其 定义 为 川 w|l = maxjui|. 其 中 
二 (ul,… ,up) E R?. 用 B(0.7) 表示 在 此 模 之 下 以 7 为 半径 , 中 心 在 
0 的 开 球 . 因为 M 是 紧 致 流 形 , 我 们 可 选 出 B(0,r)(r = 1.2.3) 和 有 
限 多 个 到 像 集合 的 微分 同 胚 > : B(0,3) 一 M, 1 < j < gq. 满足 
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UgB8(0,) =M 


J=1 


取 常 数 b > 0, 使 得 
d(pi(w), pi(5)) < blllu — wlll, Vu, ve B(0,2), j=1,2,...,g9. 
对 0<5<1, 令 
6) = {(k16,..., kp6) € R? | ki € Z} N B(O0, 2), 


(0,2) 中 每 个 点 都 在 E(5) 的 某 个 点 的 6 邻近 . E(6) 的 基数 至 多 是 


令 9 
F(6) = [jeiE(5) 
j=1 
则 
#F(5) < G3) 


下 证 F(6) 为 (M, 了 ) 的 (n,a"-1b6) 生成 集 . 事实 上 , 对 V ze M， 
存在 je {1,2,…,g}, we B(0,1), 使 得 z = yj(w). 取 ve (6) 使 得 
-vl <6. 令 y= pi(v), 则 ye (6), 且 

dl(z,y) < blllu — wll| < b6, 


d(fz, fy) < ad(z,y) < ab6. 
设 
d(f"™ ?7, f"-2y) < an 一 206， 
则 
d(f™ zf 1g) < ad(f" ?7,1™ 2y) < an 105. 
所 以 F(5) 是 M 关于 f 和 (n,a"-156) 生成 集 . 
对 Ve >0, 取 6= ip 5 则 F(6) 为 M 关于 f 的 (n,e) 生成 集 . 
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现在 我 们 有 
A\? 
male) < #F(6) <a ($F) =a"r(agrre-?), 
进而 有 i 
h(f)= lim limsup Inrn(e) 
< lim Ina(™— DP 
nmo0 Nn 
一 Dplna < oo. 


我 们 将 讨论 一 族 映 射 , 用 以 说 明 对 于 任意 给 定 的 正 实数 , 存在 映射 
以 它 为 拓扑 炳 . 为 此 需要 下 面 的 引 理 , 其 证 明 参见 参考 文献 [3]. 

引 理 5.5.1 ” 设 三 个 数列 {ci}8, {un}8, {dn}8 满足 0< cn<1, 
un 有 界 , du > 0 对 所 有 n 成 立 . 假设 使 得 c,, > 0 的 所 有 正 整数 n 的 
最 大 公 因 子 为 1, 又 假设 这 三 个 数列 还 满足 关系 式 


Un = dn 十 coun 十 clun_l 十 … 十 cnu0. 


如 果 6 66 co 
> co =1， > 由 < co， 》 ncn < oo， 
nmE0 n=0 


oo Do -1 
im, MW 全 a) 全 we) 

n=0 n=0 
例 5.5.2 任 给 8 € RR+, 8 > 1, 存在 一 个 拓扑 系统 使 之 以 jn B 为 
拓扑 炉 . 

当 BeN 时 , 由 85.4, 8 个 符号 的 符号 系统 即 以 InB 为 拓扑 粹 ， 

而 只 需 再 考虑 1 < 8 # N 的 情形 . 记 k= [9] +1, 这 里 [6] 表示 不 超过 
有 的 最 大 整数 . 我 们 将 考虑 个 符号 的 单 边 符号 系统 o : (Kk) 一 ZU) 
(这 里 2(b) 的 元 素 是 正 向 无 限 序 列 ), 并 从 中 找到 具有 拓扑 粹 ln 6 的 子 
我 们 考虑 1 用 8-! 的 方 匣 给 出 的 表达 式 


1= B87! = [6]87! + (8 {887 
=a1B 1+(F -aB)e? 
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=a6-1+I62 一 aabl6-2+(82 一 al8 一 [92 一 aa8)8 
= al6-1+azg-2 十 (83 一 al82 一 az8)6 
= a10-!+a2B? +asB ?3+(B — aps 一 az82 一 as36)6 


其 中 


易 知 0<an <k 一 1, yneN. 记 Y = {0,1,…,k 一 1} 并 赋 以 离散 拓 
扑 . 对 集合 要 
zx)=IIY = {{y}? lw eY} 
1 
赋予 乘积 拓扑 , 则 它 是 紧 致 可 度量 空间 . 令 
0 : 5k) = Dk), 
{zij {zit1}Y, 


则 o 是 连续 映射 , (5(k),o) 是 大 个 符号 的 单 边 符 号 系统 . 考虑 2(F) 中 
的 字典 排序 , 即 


z= {zij <y={Wi} 了 <> 满足 x; 了 yj 的 最 小 的 j 处 有 zj <yj. 
显然 a = (a1,02,a3,…) E(k), 且 ora 和 a,Yn > 0 (因为 ao 和 al = 
[g] =-1). 记 
Xp = {r= {ri}Y € E(k) | oz < a, vn>0}， 
则 Xs 是 5(k) 的 闭 子 集 , 且 (Xe)= Xp. 显然 ae Xg. 下 证 h(o|xs)= 
In 8. 我 们 将 使 用 例 5.4.3 中 的 () 给 出 的 公式 h(ojxs)= lim 二 In 0 (Xa) 


(容易 验证 公式 对 单 边 符号 系统 也 成 立 ). 这 里 0,(Xp) 表示 出 现在 Xp 
的 n 数组 的 个 数 . n 数组 (bi,b2,…, bn) 出 现在 Xe 当 且 仅 当 对 所 有 
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RE {1,2,.…,n} 都 有 (bk,…,bn) < (a1,…,an_k+1): 简 记 90% = 0n (Xa). 
由 此 我 们 有 如 下 断言 : 

断言 “9, 二 1+ao0n 十 a10n_ i++azgn 2 十 … 十 an_lg9 二 ango, 这 
里 规定 ao = 0, bo = 1. 

证 明 ”如 果 数组 (b1,b2,…,ba) 出 现在 Xe, 则 有 下 面 两 种 情况 
之 一 发 生 : 

站 bl1<al 且 n 一 1 数组 (2……, 如 ) 出 现在 Xe, 共有 align _i 个 
这 样 的 可 能 . 

( 阐 ) b1 = al 且 (bz,…,bn) < (a2,…,an). 此 时 有 下 面 两 种 子 情况 
之 一 发 生 : 

@ bz < a2 且 n 一 2 数组 (b3,…,bn) 出 现在 Xe, 共有 a20n-2 个 
这 样 的 可 能 . 

@ bz = a2 且 (b3,…,bn) < (a3,…,an). 此 时 有 下 面 两 种 子 情况 
之 一 发 生 : 

e。 bs < as 且 n 一 3 数组 (bs,…,b,) 出 现在 Xa 的 元 素 中 , 共有 
aa9n-3 个 这 样 的 可 能 . 

® bs=a3 且 (bbn) < (a4，…，,an). 

重复 这 个 过 程 , 最 后 我 们 得 到 , 要 么 b,_1 < an_1 且 如 出 现在 Xe 
共有 an_101 个 这 种 可 能 ; 要 么 jn-i = an-1 且 bn < an, 共有 an +1 
个 这 种 可 能 . 于 是 得 到 

On = 1+ao0n +aOn 1+ a0n2 + + an-101 十 ango. 

断言 得 证 . 

由 断言 我 们 得 到 

BOn = 8 "+aoB "On+apB .6 "tOn1 
+a2B 2.B "120n 2 + +anB "Oo. 


注意 到 


且 级 数 
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收敛 ( 根 式 判 别 法 ). 记 cn = an8",dn = Dun 一 0 "On. 因 1< 
Bq N, 则 ci 关 0. 由 引 理 5.5.1 可 知 


一 1 
下 a 
,im 起 = ,lim 0 "bg = (EF 4) . (三 > 0， 


n=0 


于 是 
lim 人 各 = im WOn = 6， 
进而 


h(alxs) = lim 二 入 On = lim jn YOn = lnp. 
n—o0 Nn n—o0 


例 5.5.3 ”考虑 矩阵 A = 上 ,| 和 它 诱导 的 环 面 双 曲 自 同 构 


T:T? 一 T2,T(ziza) = (271 + zz,zl 十 z2) (mod 1). 这 就 是 例 5.3.1 
所 讨论 的 系统 . 


答 阵 4 有 特征 值 += 32- 和 和 = 3 一 下面 我 们 证 明 


h(T) =In3+ Sa 三 加 训 ; 


固定 e > 0. 和 


B((z1, 23),e)={(21, 22) ET (zi,z2) — (21, 0) <e}, 2 大 


覆盖 T?. 这 些 球 的 中 心 分 别 在 (z1, 723),…, (zf z)， 半径 为 <. 深 们 可 


设 定单 位 圆周 51 的 弧 长 是 1 且 T2 = 5' x 51, 进而 安排 < 人 去 : 在 每 
个 点 (zi 玖 ) 邻近 我 们 可 以 表述 这 些 开 球 为 


Box(71,72) = {(71,72)+avi+Bv| 一 < 和 ax<e)}， 


其 中 vi,vs 是 4 相应 于 和 i, 和 2 的 单位 特征 向 量 ， 对 每 个 m” > 1 和 
1 < i gk, 我 们 可 以 考虑 Box(zi， co 的 有 限 子 集 


Re = R(zi,z3) = {&, 动 十 下 


= 


126 第 5 章 拓扑 精 


这 里 四 表示 不 超过 a 的 最 大 整数 ， 此 集合 的 基数 是 2[X?] + 1， 令 
呈 = 上 R(z'), 则 R 的 基数 不 超过 k(2[X?] + 1). 我 们 有 以 下 两 个 断言 . 
一 1 


断言 1 民 是 一 个 (n,2e) 生成 集 . 

证 明 ”对 任意 (z1, zz) e 及 2/Z2, 我 们 可 以 找到 某 个 i= 1,2,…,k， 
使 得 |(zi, z) 一 (z1,z2)| < e. 特别 地 , 这 意味 着 (zi, z2) e Box(zi, zz5). 
于 是 我 们 可 以 把 (z1, zz) 写成 (z1,z2) = (zi, 芭 ) 十 av1 + Boua 的 形式 , 这 


里 对 应 的 a,6 取信 于 [-e,e]. 车 选 -[X9] < j < [9] 满 足 | 


讽 ， 那么 可 以 在 R(zi, 克 ) 选 出 点 (oaywa) = (ziz) 十 Eu. 对 任意 
1 


0<r<n-y 我 们 有 
T(z1,22) = T"(w1,w2) + (e = 至) A'w+BA'v 
了 


=T(owe)+ (e- 莽 ) Mw +o 


(- 唱 


EX E 
< & 
tes 了 +e< 25. 


断言 得 证 . 口 
由 断言 1 我 们 得 到 


1 
h(T)= lim limsup 二 Inr(n,2e) 
< 一 0 nm 一 oo N 


于 是 有 


T(z1,22) 一 六 (nbwz) 和 


Aillwall 十 18lAalloal 


< lim limsup 2 lnk(2[X] + 1) 
=limInA = In 和 l. (5.1) 


为 了 得 到 反 向 的 不 等 式 , 我 们 固定 一 个 点 (z1,z2) s T?. 对 e>0 
及 n > 1, 我 们 考虑 集合 


j= -D9 09}- 


s={@ Z2) 十 站 
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断言 2 5 是 一 个 ("+1,e) 分 离 集 . 
证 明 5 中 任何 两 个 不 同 的 点 都 可 以 写 为 下 面 的 形式 : 


(wayua2) = (zl,Z2) 十 年 (wa,wa) = (zl,z2) 十 下 
+ 1 
其 中 -DJ < ij < ID 对 于 0<r<mw, 我 们 有 


Tr Gas aa) 一 Tr(onoa) 咱 | 气 Gerr(,,) 


€ 
=|j-—i I 
1 


总 会 存在 某 个 0 < r < n, 使 得 |T"(wi,w2) 一 T"(wi1,w2) 省 > e. 断言 得 
证 . 口 
(n 十 1,e) 分 离 集 5S 的 基数 为 2X?] + 1, 故 2[AX 人 +1< s(n 十 1,e). 
于 是 有 
h(T)= lim lim。 > ln s(n+1,e) 
> lim lim, 2 Iin(2DY + 1) 
=lim lnX1 = InA. (5.2) 


由 不 等 式 (5.1) 和 (5.2) 可 知 h(T) = In Xi = In 3 二 


85.6 习 题 


1. 设 1: 5? 一 P( 射 影 平面 ) 是 自然 投射 , f : 5? 一 S?,g : 已 一 均 为 连 
续 映 射 , 满足 + oj = go7. 证 明 : h(f) = h(g). 

2. 考虑  : 51 一 S1,z 瞩 zm,m > 1 为 整数 . 证 明 : 8(f) = 81. (提示 : 周 
期 点 在 5! 稠密 .) 

3， 考 虑 矩阵 A = | || 和 它 诱导 的 环 面 双 曲 自 同 构 人 : T? 一 T?， 


T(zi ra) = (2zl + zz,zl + zz)j(mod 1). 已 知人 了 保持 Lebesgue 测度 人 .证 
明 : T 关于 /是 遍历 的 . 


4. 证 明 可 扩 自 映射 情形 的 定理 5.4.1, 定理 5.4.4. 
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5. 设 了 :X 一 X 是 紧 致 度量 空间 X 上 的 同 胚 . 

(i) 证 明 : T 可 扩 时 T” 也 可 扩 , 这 里 ne€ N. 

(i 当 了 可 扩 时 , 令 r(T) 表示 并 的 所 有 可 扩 常 数 的 上 确 界 . 那么 r(T) 还 
是 了 的 可 扩 常 数 吗 ? 说 明理 由 . 

6. 对 拓扑 Markov 链 即 符号 动力 系统 (2(b),c), 证 明 : 非 游荡 集 是 全 空间 ， 
即 (c) = 2(k). 

7. 举例 说 明 , 非 游荡 点 可 以 不 是 回复 点 . 

8. 构造 例子 说 明 , 拓扑 半 共 轿 的 系统 中 , 扩展 系统 的 拓扑 炉 可 以 严格 大 于 
因子 系统 的 拓扑 炳 . 

9. 设 (X,d) 是 紧 致 度量 空间 , f : X 一 X 是 连续 映射 , 满足 ， 存 在 常数 
b < 1, 使 得 d(fz, fy) < bd(z,y). 证 明 : h(f) = 0. 

10， 设 f : [0,7] 一 [0.7] 是 逐 段 线性 连续 映射 , 满足 f(0) = 3,f(1) = 
f(2) = 4,7(3) = 7,f(4) = 3,f(5) = 1,f(7) = 4 证 明 : f x f:[0,7] x [0,7] 一 
[0,7] x [0.7] 的 拓扑 业 大 于 0. (提示 : 存在 两 个 不 相交 的 闭 区 间 [a,5b] 和 [c,dal 
及 正 整 数 k, 满足 4*([a,9) 2 [au [c,d] 且 fF*([c,qd]) 2 [a,9]U [c,d], 再 借助 
两 个 符号 组 成 的 符号 系统 的 烂 是 In2 > 0.) 

11. 连续 自 映射 了 : [0, 1] 一 [0, 1] 有 3 周期 点 时 , h(f) > 0. (提示 : 见 上 题 
的 提示 .) 

12. 设 X=RN\Z,T:X 一 XTz=2z(mod1). 对 <e>0, 选 &>1l, 满 足 


1 1 
区 Se< 了 FT 令 


Fi = 公 m=01. 人 -中 

(i) 对 n> 1 证明: Fn+k-2 是 (ns) 分 离 集 ; 

(ii) 对 nz 1, 证 明 : Fik 是 (n,e) 生成 集 ; 

(ii) 拓扑 炳 为 h(T) = ln 2. 

13. 证 明 : 对 给 定 的 正 整数 上 > 1, 单 边 符号 系统 (2(k),c) 的 所 有 闭 子 系 
统 的 拓扑 燃 构 成 闲 区 间 [0,ln 入. 

14. 设 工 :和 一 X 是 紧 致 度量 空间 X 上 的 可 扩 同 胚 . 记 


Nn(T)=#{r € X|T"(z) = 7}. 


证 明 : N,(T) < cc. 
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考虑 紧 致 度量 空间 X 上 的 一 个 连续 映射 了 : X 一 X. 记 X 上 
所 有 Borel 测度 的 集合 为 M(X), 所 有 T 不 变 的 Borel 测度 的 集合 为 
M(X.T), 所 有 T 遍历 的 Borel 测度 的 集合 为 E(X,T)， 本 章 为 这 些 
测度 集合 引进 拓扑 , 介绍 测度 焙 hn(T) 如 何 依赖 于 测度 m e M(X,T) 
而 变化 . 我 们 将 证 明 : 当 m 在 M(X,T) 或 E(X,T) 中 变化 时 , 测度 炉 
hm(T) 的 上 确 界 等 于 拓扑 糯 h(T). 这 一 结果 被 称 为 变 分 原理 . 根据 此 
原理 , 一 旦 存在 mo e M(X,T) 达到 此 最 大 值 , 即 hy,(T) = h(T), 则 拓 
扑 系统 了 工 : X 一 X 的 运动 紊乱 程度 取决 于 概率 系统 (X,B(X),mo,T) 
的 运动 紊乱 程度 ， 


86.1 度量 空间 的 测度 


6.1.1 ”Borel 概率 测度 的 相等 


两 个 概率 测度 m,y 相等 , 即 / = m, 是 指 对 每 个 可 测 集 B, 有 
A(B) = m(B). 下 面 的 命题 说 , 一 个 Borel 测度 由 它 怎样 积分 连续 函数 
来 确定 . 记 C(X) = {jlj :XX 一 R 为 连续 函数 }. 

命题 6.1.1 设 (X,d) 为 紧 致 度量 空间 , 则 两 个 Borel 概率 测度 
Lm 相等 的 充分 必要 条 件 是 


J sam= f fax, vf eC(X). 
% x 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 我 们 只 证 明 充 分 性 . 设 


ffam= [fan, vf ecC(X). 


由 命题 1.3.1, 度量 空间 上 Borel 概率 测度 是 正则 的 , 可 测 集 的 测度 是 闭 
子 集 的 测度 的 上 确 界 . 于 是 只 需 对 所 有 闭 集 C c X, 证 明 j(C) = m(C) 
即 可 . 
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设 =>0,C 为 X 的 一 个 闭 集 由 正则 性 , 存在 开 集 U 2 C, 使 得 
m(U\C)<e. 令 


| 0， Z 和 1 
f(z) = d(z,X \U) 
UT XT +AmO) TV 


因 分 母 非 零 , 这 函数 的 定义 是 合理 的 ，f 是 连续 的 , 满足 0 < f(z) < 
1,vz Ee X, 而 且 
/= 人 


1，ZEC. 
于 是 
< 人 jd1 = 人 jdm < fam =m(U) <m(C)+e, 
其 中 xw 表示 U 的 特征 函数 . 由 < > 0 的 任意 性 , 得 W(C) < m(C). 对 
称 的 讨论 可 得 Jj(C) > m(C). 故 1(C) = m(C). | 
6.1.2 M(X) 的 拓扑 


集合 C(X) 就 函数 加 法 和 数 乘 构成 线性 空间 ， 就 范 数 | 有 = 
sup |f(z)| 构成 完备 的 赋 范 线性 空间 , 即 Banach 空间 . C(X) 是 可 分 的 ， 


好 存在 可 数 稠密 子 集 . C(X) 的 对 偶 空间 C(X)* 由 所 有 连续 线性 泛 函 

C(X) 一 及 组 成 , 也 是 一 个 空间 . C(X)* 的 弱 * 拓扑 , 是 使 得 
所 有 由 C(X ee sa . 一 RR 都 连续 的 最 小 拓 
扑 . 记 M(X) = {Borel 概率 测度 pp: B(X) 一 [0,4])}, 则 M(X) #2， 
因为 总 有 5 na ). M(X) 是 凸 集 , 测度 0 由 


(w+( —p)m)(B) = pu(B) + (1 -pm(B), Be BX) 


给 出 , 这 里 0 < p < 1. 线性 泛 函 J : C(X) 一 R 称 为 正 的 , 如 果 f >0 
蕴涵 J(f) > 0. 记 


4(X)* = { 正 的 连续 线性 泛 函 JJ : C(X) 一 R, 满足 J(1) = 1}. 
设 JE A(X)*, fe C(X), 满足 =LL 则 
7(f)=7(1) -IT1 -1) <711)=1, 
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Tf)=7(-D)+ I+f)27(-1)=-1, 
进而 
ll = sup ly = 上 
Nfl=1 


A(X)* 是 C(X)* 的 单位 球 的 一 个 凸 子 空间 , 泛 函 pm + (1 一 p)Jz 由 
ph(f) + (lpn(f), viec(X) 
给 出 , 其 中 0 <p < 1 在 讨论 中 我 们 会 用 到 下 面 的 Riesz 表示 定理 , 其 
证 明 可 从 参考 文献 [10] 中 找到 . 
定理 6.1.1 设 X 为 紧 致 度量 空间 , J : C(X) 一 了 是 一 个 正 的 连 
续 线性 泛 函 , 满足 J(1) = 1, 则 存在 测度 Je M(X), 满足 
JI) = / fdau, vi ec(xX). 
x 
构造 映射 
J:M(X)— A(X)”, 
po Ti hf)= /an vi ec). 


由 命题 6.1.1 知 J 是 单 射 , 又 由 Riesz 表示 定理 知 J 是 满 射 . 显然 , J 
是 仿 射 变换 , 即 


Jpp+(t-pm = P+(l—pIm, Ogpsg1. 


于 是 M(X) 可 以 恒 同 于 凸 空间 4(X)*, 进而 可 以 从 4(X)* 的 弱 * 拓 
扑 给 出 M(X) 的 一 个 拓扑 . 
定义 6.1.1 M(X) 的 弱 * 拓扑 是 指使 所 有 映射 


M(X) 一 了， 
ar /raw， wi e cx) 
都 连续 的 最 小 拓扑 . 这 个 拓扑 的 基 由 如 下 形式 的 集合 给 出 : 
Val fs) ={M M0) | /fiam- fra <e 让 


其 中 me M(X),e >0,fieEC(X),k>1. 
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A(X)* 的 弱 * 拓扑 ,有 
LT Tf) = ), ve cx); 
由 M(X) 的 弱 * 拓扑 , 有 
wpe TD)= /fam = 1th)= fan ve cx) 


显然 , M(X) 的 弱 * 拓扑 不 依赖 于 X 的 度量 的 选取 . 

命题 6.1.2 设 X 为 紧 致 度量 空间 , 则 M(X) 在 弱 * 拓扑 下 是 可 
以 度量 的 空间 . 和 弱 * 拓扑 相 容 的 一 个 度量 D 可 如 下 给 出 : 设 {f%} 
为 C(X) 的 一 个 稠密 子 集 , 则 定义 


S| 


Don pa 


证 明 ”直接 验证 可 知 D(m,j) 的 确 是 一 个 度量 ， 下 面 证 明 它 和 
弱 * 拓扑 相 容 . 对 于 固定 的 i, 映射 /一 / fidy 在 空间 (M(X),D) 上 
连续 . 事实 上 


| [iam-f jian < 2 Fil Dmn). 
{Fjse 为 C(X) 的 一 个 稠密 子 集 , 于 是 对 每 个 je C(X), 映射 


0 


也 在 空间 (M(X), D) 上 连续 . 这 说 明 , (M(X), D) 上 的 拓扑 使 得 所 有 
映射 
pm /an wie cw) 


都 连续 . 根据 定义 , M(X) 的 弱 * 拓扑 是 使 得 所 有 映射 


ar | san vf ec(X) 
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都 连续 的 最 小 拓扑 , 故 弱 * 拓扑 中 的 开 集 在 度量 空间 (M(X), D) 中 是 
开 集 . 

下 面 证 明 (M(X), D) 的 开 集 为 弱 * 拓扑 的 开 集 . 只 证 明 (M(X),D) 
的 一 个 开 球 {m e M(X) ID(m,n) < s} 包含 一 个 集合 Vi (fi,…, fn;0) 
即 可 , 其 中 56 > 0,N >1,fieC(X),i=1,2,…,NN. 给 定 jE M(X) 和 
e > 0, 选 NN, 使 得 


a 


2 
< 


N 1 -1 
委 
2 (> 27 | 1) | 


Va(fisii, fn;6) C {me M(X)ID(m, rn) < e}. 
事实 上 , m € V,( 有 1,…, fn;6) 时 , 有 


N 1 i 
日 
/ram fn < (Dat) ，l<ngN, 


于 是 有 


则 


tam- /pa SS 
Dm + 


n=N+1 


< 1 Dh 有 
“各 于 TFT (Ril) 5 


命题 得 证 . 
推论 6.1.1 映射 5:X 一 MX),zrm 64 是 连续 的 . 
证 明 设 rz 一 z, 则 


站 fa = jw 一 Ja= /az，WecGO 
故 65。 5 即 5 是 连续 的 . 
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推论 6.1.2 设 心 一 凡 则 
(i) 对 每 个 闭 子 集 F Cc X, 有 lim sup jn(F) 


证 明 设 书 是 X 的 闭 子 集 ,>1, [= {rexlate,n) < 让 


集合 只 是 开 的 , 并 单调 递减 地 趋向 F, 故 WE) 一 (FF). 由 Urysohn 
引 理 , 取 函 数 六 e C(X), 满足 0< fh<1, 在 F 上 =1, 在 X\U 
上 ==0, 则 


limsup pn(F) < limsup / frdpn = / fidp < AD 


进而 limsup yn(F) < 4(F). 这 就 证 明了 (i). 
设 0U 为 X 的 开 子 集 , 则 


limsupjn(X \U) < p(X \U), 
n—o0 


进而 liminf pn(V) > ADC)， 这 就 证 明了 (i)， 设 p(8(4)) = 0 则 
Aint(4)) = 4(4) = A(C4), 进而 


limsup ln(4) < 1(A) = 1(A), 
n—=00 


且 
lim inf pn (int(A)) > p(int(A)) = 1(4). 
所 以 jw.(4) 一 (4). 这 就 证 明了 (iii). 口 

我 们 指出 , 推论 6.1.2 中 的 每 个 条 件 其 实 都 和 jn 一 等 价 ( 略 去 
证 明 ). 我 们 给 出 例子 , 说 明 在 推论 6.1.2 的 (i) 和 (i 中 可 以 出 现 严格 
不 等 式 . 

例 6.1.1 在 [-1.1 中 取 闭 子 集 下 = {0} 和 开 子 集 U=[-1.1]\ 
{0}, 并 观察 点 测度 5 和 点 测度 序列 {5; } 产 . 由 推论 6.1.1. 51 一 60, 于 
是 有 

limsupd1(F) =0<1= 60(F), lininf 63 (UV)=1 >0= é0(U). 


n—20 
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命题 6.1.3 ” 若 X 是 紧 臻 度量 空间 , 则 M(X) 在 弱 * 拓扑 下 也 是 
紧 致 的 

证 明 记 (f) = / Ja 设 {jj 为 M(X) 中 的 一 个 序列 . 将 
证 明 它 有 收敛 的 子 列 . 

取 有 , 户 ,… 于 C(X) 中 称 密 . 考虑 数列 {jo( 甩 )}. 此 数列 有 界 , 即 


mp = / fdpn sl fil, 


因而 有 一 个 收敛 子 列 {j0 (及)}. 考虑 数列 {0)(f2)}. 此 数列 有 界 , 即 
2 = /pa < Fl, 


因而 有 一 个 收敛 子 列 {p27(f2)}. 注意 {2(f1)} 也 是 收敛 子 列 . 一 直 
重复 这 个 过 程 , 对 每 个 i > 1, 我 们 选取 {jon} 的 子 列 {0}, 使 得 


{pW} c {pd Cee C {pt} C {pn), 


且 {1 (f)} 对 每 个 f= 广 , 户 ,万 都 收敛. 

考虑 对 角 线 {J }. 对 任意 万 {4 (所 )} 收敛 ( 当 n 一 co 时 ). 因 
用,f2,… 于 C(X) 中 稠密 , 则 对 任意 fe C(X), {1 (7)} 收敛 . 

设 J(f) = ,lim_ J (7), 则 J 是 线性 有 界 泛 函 (17() < 1), 且 
J(1) = 1; 当 f>0 时 , J(f) > 0. 由 Riesz 表示 定理 , 存在 Borel 测度 
使 得 | 

10)= /an ve cx), 
即 
Ja Ja vie cx). 
故 M(X) 是 紧 致 的 . 
6.1.3 M(X,T) 和 E(X,T) 

设 工 : X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 , B(X) 为 Borel 

9 代数 . 因为 {B e B(X)IT-1B c B(X)} 包含 所 有 开 集 且 是 o 代数 ， 
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则 7T-16(X) = B(X) 特别 地 , 可 测 . 于 是 可 定义 喘 射 
TF:M(X) — M(X), 
Am Fp) = jot-. 
用 M(X,T) 表示 所 有 的 了 不 变 的 Borel 概率 测度 之 集合 . 故 M(X,T) = 
瓦 =( 们 , 这 里 玉 =( 六 为 到 的 不 动 点 集合 . 我 们 观察 下 面 的 事实 : 
0) 全 : M(X) 一 M(X) 连续 . 
事实 上 , 对 特征 函数 有 


/ xad(Th) = Tp(B) = p(T-1B) = / Xr-:Bdn = / XB oTdyp. 
故 对 简单 函数 f 有 
/ fd(Fp) = / foTdp. 


对 可 测 的 非 负 函数 f, 用 简单 函数 逼近 的 方法 可 知 等 式 也 成 立 ， 考 虑 
正 的 部 分 和 负 的 部 分 的 方法 知 


/ fd(ip) = / foTdp, vf eC(X). 
现在 , 设 yn 一, 则 
satin) = /eram = { foTan= faci), ve cx) 


故 有 Tj 一 Ty, 即 人 连续 
i) M(X,T) = Fiz(T) 为 M(X) 的 闭 (因而 紧 致 的 ) 子 集 . 
(ii) M(X,T) 是 M(X) 的 凸 子 集 ， 即 当 jp,v € M(X,T) 时 ， 
au 十 (1 一 a)zE M(X,T). 
事实 上 ， 
To + (1— a)v)(B) 
=ay(T-1B) + (1— a)v(T-1B8) 
=ay(B)+(1— a)v(B) 
=[ap+(1~a)v(B), vB € B(X). 
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这 说 明 , ay 十 (1 一 a)v 是 了 的 不 动 点 , 因而 属于 M(CX,T). 于 是 , 我 们 
得 到 下 面 的 命题 : 

命题 6.1.4 若 了 :X 一 X 是 紧 致 度量 空间 X 的 连续 映射 , 则 
M(X,T) 是 M(X) 的 紧 致 目 子 空间 . 

我 们 用 E(X,T) 表示 (X,B(X)) 上 了 不 变 的 遍历 测度 之 集 . 

命题 6.1.5 /为 M(X,T) 的 端点 (extreme point) > 为 T 
的 遍历 测度 . 

证 阴 ” 先 证 必要 性 . 假设 we M(X,T) 不 是 遍历 测度 , 则 存在 
Borel 集 E, 使 得 T-!E= 巨 且 0<w(E)<1. 定义 条 件 测度 

_ Jk(BNE) _ HA(BNX\E) 

ME BD VE 

注意 到 ,wa 都 属于 M(X,7T), 1 #12, 且 
4(B)= pu(E)n(B)+ (1— pn(E))n2(B), 

可 以 推出 不 是 M(X,T) 的 端点 . 


再 证 明 充 分 性 ， 设 ye M(X,T) 是 遍历 的 , 并 设 人 = pyn 十 
(1 一 p)p2, 这 里 j,k2 e M(X,T), p € [0,1]. 我 们 证 明 ja = jz 显 


然 ju 绝对 连续 于 j, 即 yi << /5 进而 Radon-Nikodym 导数 六 存 
在 , 即 


VB € B(X). 


= du 
Hi1(B)= 上 dy dh VB € B(X). 


我 们 有 i 
>0. 
令 
下 三 { 党 四 < 中 
我 们 有 


dh / dp 
2 Se 
A dr E\T-iE dh 


=H(E)= Mn(T™E) 


dp / dy 
= 一 一 9 十 —d 
gy dy 人 TE\E dh £ 
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进而 了 
Hl1 Hl1 
an= 一 一 d1. 
由 dp T-iE\E dy 出 


因为 在 T-!E 上 小 于 1 而 在 \T-15 上 大 于 或 等 于 1, 又 因为 


HTTIE\E)= p(T IE)— 1(T-IENE) 
=U(E)—u(T ENE)= 4(E\T-!E), 


所 以 我 们 有 
HT-IE\E)=0=1(E\T-E). 
故 
u(T-1EAE) = 0, 
进而 
K(E)=0 或 jy(E)=1. 
如 果 jy(E) =1, 则 
/hh . 
m=/ dn <nB)=1, 
和 ja(X) = 1 相 矛 盾 . 于 是 只 能 有 jE) = 0. 
同样 , 如 果 令 


会 推出 1(F) = 0. 这 样 


故 j=, 推出 4 是 M(X.T) 的 端点 . 
6.1.4 ”不 变 测 度 的 生成 

定理 6.1.2 设 T:X 一 久 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 . 
设 fosjf 为 MCX) 中 的 一 个 序列 令 == 1 3 Tio, 则 序列 {j} 
的 每 个 极限 点 都 属于 AL(X.T)( 因 AM(X) 紧 致 ， 这 样 的 极限 点 存在 ) 
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证 明 ” 取 {jn} 的 一 个 收敛 子 列 {jn,}, 并 设 pn 一 4.€E M(X). 
对 任意 fe C(X), 有 


fee fom 
到 [Jsram -Ja 


二 Ti+l 一 Ti)d 
ls nj /5 2 和 95) 2 
= lim /vu oT™ — f)don, 
oo 
< tim 2 
了 一 oo nj 
所 以 ye M(X,T). 口 


推论 6.1.3 设 T:X 一 XX 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 

对 zeX, 令 
1 n—l 1 n—l 
= TS = 二 Sr 

则 jpn 在 弱 * 收敛 意义 下 的 极限 点 是 的 不 变 测度 . 

故 用 空间 X 中 任何 一 点 的 运动 轨道 , 都 可 以 如 推论 6.1.3 一 样 构 
造 出 不 变 测度 . 

推论 6.1.4 设 了 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 , 则 
>z 为 (X,T) 的 n 周期 点 当 且 仅 当 


1 n—l 
D irs e M(X,T). 


i=0 


进一步 , 有 n 周期 轨道 Orb(z,T) = {zx,Tz,…,T"-!1z} 上 的 测度 
LS 是 遍历 的 . 称 此 测度 为 周期 轨道 Orb(z,T) 的 原子 测度 . 
i=0 
证 明 ”注意 到 
ne M7) = {foTan= | fon vf e C(xX), 
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我 们 有 
1 n-—l 1 n—l . 和 n—l 
DirizEM(X,T) > > f(THIz)== > f(Tiz), 
二 i=0 i=0 
> f(T"7) = f(z), 
a 


n—l 
用 定义 可 直接 验证 , 测度 上 357 是 遍历 的 ， O 


i=0 
6.1.5 “遍历 测度 的 通 有 点 
设 jE E(X,T). 由 遍历 定理 (定理 2.3.2), 在 L1(X,B(X),n) 范畴 
每 个 f 决定 一 个 全 测度 集合 Q,y, 使 得 


n—l 


对 每 个 点 ze Quy 成 立 . ey C(X) 范畴 , 相应 的 全 测度 集合 则 可 以 
不 随 fe C(X) 变化 . 

定理 6.1.3 设 T:X 一 是 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 ， 
HE BB(X,T), 则 存在 8,, es B(X) 满足 u(Q,) = 1, 使 得 当 ze Qu 时 有 


1 n—l 
9 = /av vf eC(X). 
证 明 在 C(X) 取出 可 数 稠密 子 集 {f}>. 由 遍历 定理 ,存在 
Qk € B(X), AQk) = 1, 使 得 
n—l 
hry /fn veo 
令 oo 
Qu = NN Qk, 
k=1 


则 jp(Q8,)=1 且 


lim, 一 条 信 "z) = /ran 网 
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对 每 个 大 > 1 成立 . 因 每 个 fe C(X) 由 {所} 了 ? 逼近 , 故 定理 成 立 . 
口 
注 ”Q@, 中 的 点 称 为 遍历 测度 / 的 通 有 点 . 


86.2 ”遍历 分 解 定理 
本 节 总 设 定 工 : X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 . 我 们 
介绍 不 变 测度 如 何 由 遍历 测度 表示 , 即 遍 历 分 解 定理 . 
6.2.1 定义 4 个 集合 
第 0 个 集合 ”第 0 个 集合 定义 为 
mn- {sexhreoo , ,lim i 1 (Tiz) 74 人 
j=0 


则 5o(T) 2 (思考 题 , 参考 定理 6.1.3). 
对 于 取 定 的 点 ze Fo(T), 定义 泛 函 


Lz :C(X)— R, 
fm Lz(f) = f(z), 


则 Ls 是 正 的 线性 泛 函 并 满足 L,(1) = 1. 由 Riesz 表示 定理 , 存在 唯 
一 的 概率 测度 nz : B(X) 一 [0,1], 满足 


.fans = Le), ve Ctx) 
这 样 形 成 的 映射 
h: Po(T) 一 M(X), 
Tz 
满足 对 vf e C(X), 有 


和 


J rane = i 
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第 1 个 集合 第 1 个 集合 定义 为 
Zi(T) = {z € Yo(T)|ps e M(X,T)}. 


命题 6.2.1 设 工 :X 一 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 , 则 
2Zo(T) = 21(7). 
证 明 设 zs 5o(T), 则 存在 唯一 的 jv,, 使 得 对 任意 f e C(X)， 
有 
1 n—l 1 n—l1 
Jan = lim = 》 f(Tiz) = lim 二 》 f(TTiz) 
n>00N j=0 n=00N | 


二 Jeza = /af 


所 以 jz = T(z), 即 pz es M(XT), 亦 即 re Di(T). 
第 2 个 集合 第 2 个 集合 定义 为 


22(T) = {zezZli(T)lwuz e E(X,T)}. 


为 了 理解 2z(T), 我 们 对 取 定 的 遍历 测度 ye E(X,T) 定义 


= 
Q(x,7) = { eX ma D1TD= | fin ws con| 
并 定义 
OXD)= U Q(x.7). 


HEE(X.T) 


由 定理 6.1.3 知 
m(Q(X,T))=1, vmeE(X,T). 
可 以 证 明 522(T) = Q(X,T)( 思 考题 ). 因此 , h 有 限制 映射 
h:F2(T)= () Q(X,T) = E(X,T,), 


LEE(X.T) 
Zr Hz， 
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满足 对 任意 fe C(X) 有 
n—l 
J sans = him Dr) 
j=0 
第 3 个 集合 设 jeM(X,7T), 令 


suppk = {z & X| 对 z 的 每 个 邻 域 V 有 , jy(V) > 0}. 
则 它 是 满 测 度 的 , T 不 变 的 紧 致 集合 (思考 题 ). 称 suppy 为 测度 / 
的 支撑 . 我 们 的 第 3 个 集合 定义 为 
2Z(T) = {ze 32(T)|z € supphuz}. 
由 于 2z(T) = Q(X,7T), 则 


77T)= () (QnNsuppp). 


HEE(X,T) 


故 2(T) 为 全 测 集 , 即 对 任意 we E(X,T), 1 测度 均 为 1. 称 2z(T) 中 
的 点 为 拟 正则 点 , 2(T) 中 的 点 为 正则 点 . 


6.2.2 ”遍历 分 解 定理 


引 理 6.2.1 jy(5(T)) = 1, Ye € M(X,T). 

证 明 过 程 请 参见 参考 文献 [8]. 

定理 6.2.1 设 T:X 一 久 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 ， 
KE M(X,T), 则 对 每 个 fe C(X), 有 


I he 


证 明 ”由 引 理 6.2.1 知 jy(2(T))=1. 设 feC(X), 则 了 是 jw- 可 
积 的 , J-a.e.z € X. 由 集合 2(T) 和 测度 jz 的 构造 , 则 


/ fdpz = f(z), Li-a.e. T EX. 
xX 


再 依据 Birkhof 遍历 定理 , 有 


LJ) m= Fan= f 1am. O 
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6.2.3 ”遍历 分 解 定理 的 另外 形式 
再 考虑 映射 


h:52(7T)= () Q(X,T)— E(X,T), 
AEE(X,T) 
TP hz. 


我 们 想 通 过 将 测度 ye M(X,T) 映射 为 E(X,T) 的 测度 . 为 此 需要 
h 保持 Borel o 代数 . 
引 理 6.2.2 ”映射 


hzTD= () Q(X,T)— E(X,T) 
LEE(X,T) 


是 Borel 可 测 的 , 即 
h-1B(E(X,T)) C B(22(7)). 
证 明 ”任意 给 定 闭 集 Kc E(X,T), 取 可 数 个 开 集 合 UeC E(X,7T)， 
使 得 KcUU2DU02D.…, 且 K= 门 Ve 则 


ey1 
h-1(K) = nN f < (| um 1 e on 

=NU nN {ee zz iD e 中 

这 说 明 闭 集 在 h 下 的 逆 像 是 Borel 集 , h 是 Borel 可 测 的 . 


>1m>1n>m 
现在 令 r = h(1) = oh-!1, 这 里 /是 遍历 分 解 定理 题 设 的 了 不 
变 测度 , 亦 即 


7T:B(E(X,T)) 一 [01]，r(4) = 人 ( U 本 


rnE4 


对 zeQ@Qn 有 jz = m, 进而 有 
J rans = /am VI € Om: 
故 
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和 fk A WU ar】 三 de (/ /am SR 


于 是 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 6.2.2 设 了 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映 
射 , Ke M(X,T), 则 存在 E(X,T) 上 的 Borel 概率 测度 +, 使 得 对 


feC(X), 有 
fe es Cl) 


简 记 = ,mdr(m), 并 称 之 为 测度 4 的 遍历 分 解 
注 当天 BC TD) -2 时 , 记 
E(X,T) = {1,12}, 
Bi={uz=pi}, TET(T) i=1,2, 
则 (Bi) +j(B2) = AD) =1. 对 feC(X), 则 有 


ja- 人 ( fram+ f fapa ) dp=n(B) J sam + us) /am 


86.3 烂 映 射 


定义 6.3.1 设 X 为 紧 致 度量 空间 , 7 了 :XX 一 XX 为 连续 映射 . 了 
的 炉 映 射 指 


h: M(X,T) 一 [0,+00) U {+00}, 
Lm h,(T), 

这 里 h,(T) 为 关于 的 测度 炳 . 

下 面 的 定理 讨论 炳 映射 如 何 联系 于 M(X,T) 的 凸 结构 . 

定理 6.3.1 设 XX 为 紧 致 度量 空间 , 7 : X 一 X 为 连续 映射 , 则 
7 的 炉 映 射 

h: M(X,T) 一 {0,+o0], 
mh,(T) 
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是 仿 射 的 , 即 对 1,m e M(X,T),pe [0,1], 有 
hput(1-p)m(T) = phyp(T) + (1 —p)hm(T). 

证 明 用 瓦 (5 和 hh,(T,é) 分 别 表示 H(€) 和 h(7,é) 以 凸显 这 
些 量 对 于 / 有 依赖 关系 . 注意 到 w(z) = zlnz(z > 0) 是 凸 函数 (命题 
2.1.4), 则 对 于 每 个 Be 5(X), 我 们 有 

0> 9(pu(B)+(1—p)m(B)) — po(1(B)) — (1—p)o(m(B)) 
= (pk(B)+ (1~p)m(B))In(pu(B) + (1—p)m(B)) 
—pu(B)Inp(B)— (1 -pm(B)Inm(B) 

= ph(B)lin(px(B) + (1 —p)m(B)) — Inpu(B)] 

+ (1—Pm(B)lin(pu(B)+ (1 -pm(B)) — In(1 — p)m(B)] 

+pu(B)lInpu(B) ~ Iny(B)] 

+(1—p)m(B)lin(l —p)m(B) — nm(B)] 
>0+0+pu(B)Inp+ (1 一 p)m(B)ln(1 一 p). ( 因 Inz 单 调 递 增 ) 


于 是 , 对 (X,B(X)) 的 有 限 可 测 分 解 &, 有 


0 & Hpnt( -pm(é) — pH,(E) — (1 ~ p)Hm(é) 
=— Dpu(A) + (1—p)m(A)) -po(p(A)) — (1 —p)p(m(A))] 


AEE 
<—(plnp+(1—7p)ln(l—p)) 


n—l 
如 果 7 为 (X, 8(X)) 的 有 限 可 测 分 解 , 将 5 = YT- 代入 上 面 不 等 


i=0 


式 之 后 除 以 n, 再 令 n 一 co, 可 得 


hpurtpm(T,) = phyp(T,n) + (1 — phm(T,n). (3.1) 
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于 是 
hppt (pm(T) < phy(T) + (1 — Pp)hm(T). 


下 面 证 明 反 方向 的 不 等 式 . 设 s > 0, 选取 有 限 可 测 分 解 m, 使 得 


hu(T) 一 e， 当心 (T) < co 时 ， 
hy(T,m) > 工 


z 当 hi,(T) = co 时 ; 

选取 有 限 可 测 分 解 m2, 使 得 
人 hm(T) 一 e， 当 hm(T) < co 时 ， 
mn) 5 当 ha(T) = oo 时 . 


令 7=mvVm, 由 (3.1) 式 我 们 有 
hppt(1-p)m(T,n) 

= php(T,n) + (1 — Pp)hm(T,n) 

phy(T)+(1—p)hm(T)—e,， 当 hm(T), hy(T)<o0 时 , 
人 当 hm(T)=%0 或 h(T)=o0 时 . 


€ 


由 的 任意 性 , 有 


hpu+ lpm(T) > phy(T) + (1 — Pp)hm(T). 


m 光 
引 理 6.3.1 设 》 ai=1=》 bi, 其 中 ai-bi < ci=1,2,…,m, 


记 1 i=1 
则 ai = bi| < me, i = 1,2,.…,m. 


证 明 bai=1-》 ,bj 一 (1-5.) = (0;-b) < me. 


I#i j#i j#i 
引 理 6.3.2 设 了 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 的 可 扩 同 胚 , 具 
有 可 扩 常 数 e > 0, 又 设 7 为 (X,B(X)) 的 有 限 分 解 , 满足 diamy < e@， 
则 ?7 是 一 个 生成 元 , 进而 有 h,(T) = 各 (7))Yu es M(X,T). 
证 明 ”只 和 需 证 明 包 含 


2 (3.2) 
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的 最 小 o 代数 恰好 为 8(X), 即 
V TYy= BC0) 


i=—oc 


考虑 中 心 为 z, 半径 是 。 > 0 的 开 球 B(z,s). 因 每 个 开 集 是 这 种 开 球 
的 可 数 并 , 则 只 需 证 明 


十 oo 
Bl(z,e)€ V Ty 


即 可 . 
对 任意 取 定 的 正 整数 n, 满足 > < e, 由 可 扩 性 存在 N,, 使 得 


Nn 1 
本 工 
| V T 让 对 于 


i=—Nn 


用 ,表示 VA Ty 中 与 8(z < 相交 的 元 素 之 并 集 , 则 


i=- 


B (se-t) cE, CB(z,e). 


B(z,e) = Us O 


定理 6.3.2 设 了 :X 一 X 是 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 可 扩 同 
胚 , 则 炉 映 射 
MI(X,T) — [0,+00)U {+o0} 
是 上 半 连 续 的 , 即 对 Vu e M(X,T), ve > 0, 存在 .的 开 邻 域 Uc 
M(X,T), 使 得 
h,(T) < h,(T)+e, vweU. 
证 明 ” 取 定 /€ M(X.T) 和 = > 0. 任 取 定 一 个 可 测 分 解 7 = 
{C1,…, Cx}, 使 其 直径 小 于 T 的 可 扩 常 数 e， 则 根据 引 理 6.3.2 有 
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h,(T) 本 ju(T,7). 选取 N, 使 得 


1 人 e 
方 肪 (Y r9 < hu(T) + 5- 
设 e1 > 0 待定. 因 jy 是 正则 测度 , 可 选取 紧 集 
Klio in) © f) TiG;, 
满足 


j=0 


N-1 
p ( 门 T -CANKGo win- | <a. 


N- 
Li= U {riko,. “inli =}, 


则 Ci 2 Li. 集合 L1,…, Lk 是 紧 致 的 且 两 两 不 交 , 所 以 存在 分 解 7 = 


{C4,…,Ch}, diamy <e, 使 工 ; C int C0;. 我 们 有 


N~1 
天 (io ,in-1) Cint (| TTC’. 
j=0 


由 Urysohn 引 理 , 选取 fioi,.in_, EC(X), 满 足 0< fioi.i ,<1l 且 


N=-1 
0，ZEXANint THIC:, 
fioi:-i_n (7) = N 


j=0 
1, ZE€EK(io,...,in-1). 


取 


Uioii me WR 
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若 meU(ioil…in-_1), 则 


N-1 
m 站 了 -5C! Xv- dm 
(5 i hh 
> /foun sam > aa- 


dz 二 可 
三 HL 人 ( 开 (io iv-_1)) 一 sl. 


于 是 m e U(ioil.…in_1) 意味 着 


N-1 N-] 
pn (5 —m (5 a, 
J=0 =0 
< AN( 开 (io piN_ wa-n (Rr) 


< AUK(Uio iv-D))+sl 一 [A(K(Go ix) 一 el] 


v= 和 站 wo ix- 


ioil**"iN -1=1 


则 尽 为 M(X,T) 中 的 开 集 且 jeU. 当 m er 时. 由 引 理 6.3.1. 对 任 
意 选 定 的 ioil .… in_1 都 有 


N-1 N= | 
/| (Tic | -mm 站 TG | | < os Ai， 
J=0 j=0 | 


由 测度 焙 的 定义 及 函数 zlnz 的 连续 性 , 可 取 = > 0 足够 小 (至 此 定 
El1)， 使 得 


#0 V7) < 人 和 vmevU. 
St 
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于 是 我 们 得 到 
hm(T) = hm(T,Y) (由 引 理 6.3.2 ) 


所 以 炉 映射 是 上 半 连 续 的 . 口 


86.4 变 分 原理 


本 节 介 绍 测度 烂 和 拓扑 炉 的 关系 . 用 X 表示 紧 致 度量 空间 , B(X) 
表示 Borel o 代数 , T :一 XX 表示 连续 映射 . 

引 理 6.4.1 设 人 EM(X). 

(站 对 zeXX 和 6 >0, 存 在 5 <56, 使 得 1(8B(z,5')) = 0, 这 里 
B(z,6') 指 中 心 在 zx, 半径 为 5 的 开 球 , 而 9B(z,6') 指 此 开 球 的 边界 ; 

(ii) 设 5>0, 则 存在 (X,B(X)) 的 一 个 有 限 分 解 5 = {41,…, Axk}， 
使 得 diamA; < 6 且 (84;)=0,j=1,2,.…,k. 

证 明 (i) 对 每 个 自然 数 n, 以 z 为 中 心 最 多 有 个 开 球 B(z,5') 
其 边界 9B(z,51) 的 测度 大 于 或 等 于 二 (否则 与 p(X) = 1 相 矛盾 ). 因 
此 , 测度 大 于 0 的 互 不 相交 的 边界 8B( (z,6') 只 有 可 数 个 . 于 是 , 必 存 
在 4' < 6, 使 得 MB(z,6)) = 0. 

(it) 由 (i), 存在 用 直径 小 于 = 2 且 边 界 测度 为 0 的 开 球 做 成 的 开 履 
盖 0 = 人 …, Br}. 取 
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则 上 = {41,…, 4-} 是 一 个 分 解 , 满足 diam4j < 567 = 1,2,…,7. 由 
于 

了 

0(4;) c (J a(Bs), 

i=l1 

则 p(8(4;)) = 0,7 = 1,2..…,7. 口 
引 理 6.4.2 设 4e M(X,T), hi e B(X), 满足 Ha4i) = 0， 

i=0,1,…,n 一 1, 则 


p Gl ra) =0. 


i=0 
证 明 ”由 于 
n—l n—l 
0 (n ra] c UT-io4, 
i=0 i=0 
且 j(94i) = 0, 可 知 

n—l 

pb ( U 7 = 0. 口 
i=0 


引 理 6.4.3 设 gn 均 为 自然 数 ,满足 1<g<n 对 0<j<g-l 
记 alj) = be 这 里 加 表示 5 > 0 的 整数 部 分 , 如 下 数 轴 所 示 . 


0 了 9 j+a(j)g n—1 
则 我 们 有 下 列 事实 : 


(i) a(0) > a(1) > .… > a(g —1). 
(让) 固定 0<j<q-1, 则 


{0,1,.,n—1}={ij+rg+ilo <r<al)) -1,0gigg-1}Uus, 
其 中 


S={0,1,.…,7—1}U{i+a()g,j+a(j)q +1,.…,n— 1}. 
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j+e0a>ji+((2 2) -1 0 


故 card 5 < 2g. 
解释 ”5S 由 “ 置 前 段 " 0,…,j 一 1 和 “ 置 后 段 ” j++a(j)g,j 二 a(j)q+ 
1,…,n 一 1 组 成 , 而 


{0,1,…,n 一 1} = 置 前 段 + 中 间 段 + 置 后 段 ， 
其 “中 间 段 ”为 


小 j+1, 5 二 ("=0) 
j++g, j+g+l, a ("=1) 
j+(a(j)—1)g, j+(a(j)—-Dq+l, + j+a(j)g-1l. (r=a(j)-1)) 

引 理 6.4.4 设 &,7 为 (X,B(X)) 的 两 个 可 测 分 解 ,we M(X,T)， 
则 
h,(T,é€) < hy(T,n) + Ha(éln). 
证 明 
mm 一 1 n—l n—l 
(ys 人 (rr 
i=0 i=0 i=0 
n—l n—l n-l 
Vr) 
i=0 i=0 i=0 
n—l n—l 
<H, ( 7 可 DH,(Tig|T in) 
i=0 i=0 
n—l 
=H, ( 7 + nH,(éIn). 
i=0 
引 理 得 证 . 


定理 6.4.1 ( 变 分 原理 ) 设 T:X 一 XX 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 
连续 映射 , 则 
h(T) = sup{hy(T)|p. € M(X,T)}. 
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证 明 步骤 1 设 4sM(X,T), 我 们 证 明 hy(T) < NT). 
设 5= {41,…,Ak} 是 (X,B(X)) 的 一 个 有 限 分 解 . 取 s > 0, 使 得 
6 全 由 测度 的 正则 性 , 存在 闭 集 Bi c 4;, 使 得 j(Aj \ Bj;) < 


上 
e,1 < j < 上. 构造 新 的 分 解 n = {Bo, B1,…, Bk}, 其 中 Bo = X\ Bi 
证 1】 


显然 , 4U( Bo) < ke. 注意 到 9(z) = zlnz(z > 0) 是 凸 函数 , 我 们 有 


大 大 


eo p(BiN 7) 
Ho,(éIn) 区区 2 (BNA) nT 
大 k 
本 有 A(Bin 4i) 
se ) 


i=0 j=1 


将 


<u(Bo)lnk ( 2 
<kelnk<1. (4.1) 


分 解 7 = {Bo, B1,…, Bk} 可 以 构造 开 覆 盖 9 = {Bo U Bl 
BoU Br}, 国生 全 向 基 扰 轴 抽 人 注意 到 让 中 的 每 个 元 素 


为 7 中 两 个 元 素 的 并 , 则 V TiB 中 每 个 元 素 是 V Tin 2 2n 
i=0 i=0 
个 元 素 之 并 . 于 是 
n—l n—l 
H, (Y 7 可 In# (V 7 (由 推论 3.1.1) 
i=0 


i=0 


n—l 
<ln (x (Y rg) 2 
i=0 


进而 h,(T,n) < h(T,B) + In2 < h(T) + In2. 
由 引 理 6.4.4 及 (4.1) 式 可 知 


hi(T,é€) < hy(T,n) + H,(ély) < h(T)+1In2+1, 
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故居 (TD) < h(T) +ln2+1. 此 式 对 任何 映射 T 都 成 立 . 对 T” 应 用 
此 式 得 nh,(T) < nh(T) + In2 + 1, 再 两 端 除 以 n 并 令 n 一 co 得 到 
h,(T) < h(T). 
步骤 2 ” 任 给 定 。 > 0. 我 们 将 寻找 je M(X,T), 使 得 
h,(T) > s(e, X)= limsup— 5 i X). 


此 式 显然 意味 着 sup{h,(T)lueE M(X,T)} > AI. 
设 及 为 (X,T) 的 (n,e) 分 离 集 , 满足 card En = sn(e,X). 记 


mn- 一 1 mn 一 1 
1 1 1 ~ 
= Do, pn= DonoT = -DTo. 
sn(e,X) LE Sie bn no n 5 


i=0 


M(X) 紧 致 , 故 存在 子 列 {n;}, 使 得 


lim 1 hnsn,(e, X)= s(e, X), 


一 co Nj 
且 jn, 收敛 于 某 个 测度 pe M(X). 由 定理 6.1.2, 4 E M(X,T). 对 如 
此 选取 的 测度 几 下 面 将 证 明 h,(T) > s(e,X). 
由 引 理 6.4.1, 取 (X,B(X)) 的 一 个 有 限 可 测 分 解 E= {41,…, Ak}， 


n-l 
满足 diam4i < e, pj(84i) =0, i=1,2,…,k. 因 V TT 中 的 每 一 个 


i=0 


n-l 
元 素 至 多 含有 EE, 中 的 一 个 点 , 则 V 7 中 有 sn(e, XX) 多 个 元 素 其 


i=0 


每 个 的 on 测度 为 一 一 7 ] 而 其 他 元 素 的 on 测度 为 0. 于 是 


n— sn(E,X) 
Ee 1 1 
H,, (Vr > Fe hm me ln sn(e, X). 
固定 自然 数 g,n, 满足 1<g<n. 对 0<j<gg-1, 定义 a(j) = 
[三 站 0 < j < gq 一 1 根据 引 理 6.4.3, 有 


al7)-1 
Ve 让 V T-(itrg) (Vr <)v VI- 


i=0 i€S 
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这 里 S 如 引 理 6.4.3 所 给 出 , 满足 card S < 2g. 我 们 有 
nasile, X)= H,. uy re] 
a(7) 一 9 一 1 
Hs, 0 V 站 + >》 Ho,(T™*é) 


i=0 大 ES 


a 人 (7 一 1 9 一 1 
EB (Y rt) + 2qlnk. 
r=0 


i=0 


令 j= 0,1,…,g 一 1, 分别 有 


gq—1 
Insn(e, X) < Ho (VY re) + Hiao, (VY reg) + 


i=0 


4-1 
+ Hi -yao, (Y 站 +2glnk, 


i=0 
9 一 1 9 一 1 
hsm(eX}e mm.. (V 7 4 + Hreno, (V re) + 
i=0 i=0 
gq-1 
+ Hi -yatio, (VY re] + 2glnk, 
i=0 
a pe ee es ee er 
i=0 i=0 
9-1 
+ Hiatto, (V re) +2glnk. 
i=0 


将 上 面 的 不 等 式 组 的 两 端 分 别 相 加 (其 右 侧 逐 列 相 加 , 并 注意 到 a(0) > 
a(1) 之 … 之 a(q 一 1 及 (a(j) -1)q+j<n-g<n--1), 得 到 


n—l g 一 1 
qlnsn(e, X) < ,Hz 人 rr) + 2g? Ink. 


r=0 i=0 


从 定理 6.3.1 的 证 明 中 已 看 到 Hpy+(1-pjm(§) > pHi(&)+ (1 -Pp)Hm(&). 
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不 难 将 这 个 性 质 推广 到 有 限 项 的 凸 组 合 情 形 . 依据 这 个 性 质 , 我 们 有 
n—l —1 
qlnsn(e, X) < mn》 L Hy, (VY | 十 2q2ln 大 


T=0 i=0 


g—1 
<nH .(Y 站 +2g Ink 


1 


二 


ba 
= m (Vr Vr- 4 + 2g? Ink. 
不 等 式 两 端 同 除 以 n, 得 到 


人 in sn 人 e， X) < (V re + 2 nk (4.2) 
因为 & 的 每 个 元 素 的 边界 的 jy 测度 为 0, 由 引 理 6.4.2, 每 个 
g 一 1 
BeVTit 


的 边界 的 y 测度 为 0. 由 推论 6.1.2 中 的 (证 ) 有 
qg-—1 


Hm un,(B) = 1(B), vBE VT 


i=0 


q—1 和 人 
器 VV 
i=0 i=0 


在 (4.2) 式 中 用 mi 替代 n 并 令 j 一 co, 得 到 


-1 
gs(e, X) < H, (V r-9 . 
i=0 
同 除 以 g 并 令 g 一 co, 得 到 
s(e, X) < ho 人 (T,E) < h,(T). 


推论 6.4.1 h(T)= sup h,(T). 
证 明 过 程 参见 参考 文献 [18]. 
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86.5 ”拓扑 Markorv 链 与 最 大 炉 测 度 


定义 6.5.1 设 X 为 紧 致 度量 空间 , 而 了 : X 一 X 为 连续 映射 . 
测度 he M(X,T) 称 为 最 大 业 测 度 , 如 果 h,(T) = h(T). 
考虑 上 个 符号 给 出 的 拓扑 Markov 链 T: 2(4) 一 2(4)，(zi) 一 
(zi41), 其 中 A = (ai) 为 大 阶 0-1 矩阵 (参见 例 5.4.3). 我 们 还 设 4 是 
不 可 约 的 , 即 对 任何 (i,j),0 < i.j <k 一 1, 存在 n > 0, 使 得 of) > 0， 
其 中 of” 为 4" 的 (i,j) 位 置 的 元 素 . 
据 Perron-Frobenius 定理 (参见 第 1 章 ), 取 4 的 最 大 特征 值 和 > 
0 和 严格 正 的 行 特征 向 量 w = (wo,… at 1)(u; > 0) 和 列 特征 向 量 


u = (oo ok-ir(ui > 0)， 不 妨 设 总" = 1， 构造 概率 向 量 
(po,pl1，……,DK-1) = (Uovo, U1V1, ,Uk Ds 1). 构造 随机 和 矩阵 


Poo pol “** Pok—l 
pio Pu Pik-1l 
Pk-10 Pk-ll … Pk-l,k-l 
其 中 
-0 
2 入 ui 
显然 , py > 0, 且 
大 一 1 
> ps 三 Di0 十 Dil 十 … 士 Pik-1 
j=0 
_ QiovV0 十 QiV1 二 十 Qik-1Vk-1 
和 ui 
-Ml 
Mi 
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kl 
> pipii 二 popoj 十 D1D1 + *** + Pk—1Pk-1, 
i=0 
Qo0jvj QV Qk—1jV) 
= uovo 十 MI1V1 十 下 C!S 
Mvo Mi 和 UK_1 


1 

室 和 (oaoy 二 W101j 十 … 十 UK-1QK-17)u 
1 

= KN = WV = p): 


依据 例 2.1.7, 由 向 量 p = (po,… ,pk-1) 和 矩阵 (pi;) 可 以 形成 2(4) 
的 一 个 测度 , 记 为 y, 且 这 样 的 测度 六 是 被 T 保持 的 . 
定理 6.5.1 设 4 = (aii)kxk 为 不 可 约 0-1 矩阵 , 又 设 


7T:2( 4) 一 2(4)， 
(zi 一 (zi+1) 


为 双边 拓扑 Markov 链 . 则 上 面 确定 的 测度 为 (2(4),7T) 的 具有 最 
大 灼 测度 . 

证 明 ”由 例 5.4.3, 不 可 约 0-1 矩阵 A 确定 的 有 限 型 子 符号 系统 
的 拓扑 粹 为 h(T, 2(4)) = In, 其 中 入 为 4 的 最 大 特征 根 . 下 面 证 明 ， 
hu(T) = ln 入. 由 83.4 中 的 例子 , 我 们 有 


h,(T)=— > Pipij In Di 


ij=0 
< Qi 他 
三 一 DD UiVi ln an 人 ) 
ee Mi 
大 一 
三 一 3 i +lnv; — ln 和 A— lnvi) 
2 
= 一 2 一 (lnv 一 In 和 一 invu). 
j=0 


因为 大 一 1 sy 大 -1 /k-l 大 一 1 
> ey 2 =》 区 Uilij 二 = > wu 三 
=0 \i=0 


j=0 i i j=0 
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大 一 大 一 1 /大 一 1 大 一 1 
> 9 = > 人 co] 学 = duivi=1. 
i,j=0 i=0 \j=0 i=0 
所 以 
大 一 1 k—1 
hy(T)=0— Duvlnv +hA+ uvilnv = nA=h(T). 
j=0 i=0 


86.6 拓扑 混合 但 统计 平凡 的 一 个 例子 


一 个 拓扑 系统 允许 有 多 个 不 变 测度 , 进而 有 多 个 概率 系统 . 如 果 把 
拓扑 系统 视 为 全 系统 而 把 每 个 概率 系统 视 为 其 子 系统 的 话 , 变 分 原理 
表明 : 全 (拓扑 ) 系统 的 粹 可 以 由 子 (概率 ) 系统 的 烂 允 近 . 因此 , 就 正 
科 所 表述 的 复杂 程度 而 言 , 拓扑 学 和 统计 学 是 “协调 ”的 : 全 (拓扑 ) 系 
统 的 复杂 程度 由 子 (概率 ) 系统 的 复杂 程度 逼近 . 而 对 于 具有 0 拓扑 炳 
的 拓扑 系统 , 炉 不 能 表述 其 复杂 程度 的 全 貌 (有 的 0 拓扑 粹 系统 在 拓 
扑 学 上 可 以 很 复杂 , 比如 具有 稠密 的 轨道 甚至 拓扑 混合 ), 拓扑 学 性 态 
与 统计 学 性 态 也 不 协调 , 拓扑 性 态 复杂 和 统计 性 态 平凡 可 以 在 一 个 拓 
扑 系统 中 同时 发 生 . 本 节 我 们 介绍 何 伟 弘 和 周作 领 (参见 参考 文献 [5]) 
构造 的 这 个 方面 的 一 个 例子 . 这 个 例子 是 单 边 符号 系统 的 一 个 子 系统 . 

记 5 = {0,1}, 并 记 


2(2) = Js = {(zo,zi,z2,…)| Zi € S,Vi > 0}. 
0 
2(2) 的 拓扑 由 度量 p 给 出 ， 


二 co 
plz, 人 = > os)，vzyez()， 


其 中 
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则 (2(2),p) 是 紧 致 度量 空间 . 定义 转移 自 映射 


o: 5(2)— 7(2), 
(zo, T1727.") (TL1, TZ2, T3,* 7), 

则 o : 2(2) 一 2(2) 是 连续 满 映射 . 

6.6.1 ”例子 的 构造 

先 约定 一 些 记 号 . 设 4,B 分 别 是 由 m 个 和 nn 个 0 或 者 1 所 组 成 
的 有 限 序列 . 记 |4| = m,|B| =n, 分 别称 做 4,B 的 长 度 . 若 把 4,B 依 
次 合并 , 所 得 的 有 限 序 列 则 记 为 4B. 显然 |4B| = |4|+|B| = m+n. 
对 每 一 个 正 整数 mw 设 P(n) 为 待定 的 , 长 度 为 n 且 由 0,1 组 成 的 


有 限 序 列 , 而 O(n) 是 长 度 为 ”的 , 全 部 由 0 组 成 的 有 限 序列 . 考虑 下 
古 各 有限 站 用 向 的 寺 入 和 


P(1)O(1)P(1) P(1)0(2)P(1) P(1)0(3)P(1) 
P(2)O(4)P(2) P(2)O0(5)P(2) P(2)O(6)P(2) 


P(n)O(n?)P(n) P(n)O(n? +1)P(n) P(n)O(rm? +2)P(n) … 


按 下 面 所 示 的 顺序 把 无 穷 矩 阵 中 各 项 (有 限 序列 ) 分 别 记 为 Qi,i > 0: 


显然 , 当 我 们 对 每 个 P(n) 陆续 给 出 定义 时 , Q, 也 就 完全 确定 了 . 

取 A1 = (1), 并 取 P(1) = hi, 则 Qi = P(1)O(1)P(1) 就 确定 了 ， 
上 边 矩 阵 第 一 行 所 有 的 Q; 也 都 确定 了 . 令 42 = A10(|A1|?)Q1, 并 取 
P(2) 为 42 的 前 两 项 (显然 |42| > 2), 则 和 矩阵 中 第 二 行 所 有 的 Q; 就 
确定 了 . 由 于 Q2 已 经 确定 , 令 43 = 42O(|4z|?)Q>, 并 取 P(3) 为 4s 
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的 前 三 项 , 则 和 矩阵 中 第 三 行 所 有 的 Q@; 就 确定 了 . 对 ”> 3 进行 归纳 ， 
假设 An_1,P(n 一 1),Qn-_1 均 已 确定 , 令 4 = 4 10(4。1j 2?)Q。 1 
取 P(n) 为 4。 的 前 ”项 ( 易 知 4n| > n,vn > 1), 而 @。 由 某 个 
P(j)(1 < j < n) 所 确定 . 

从 以 上 构造 易 知 , 4n_1 是 4 的 前 |4。-_1| 项 , 故 下 面 极限 存在 


z= lim (4.000.…) € 2(2). 
9 


n— 


同时 易 见 , z 是 c 的 非 周 期 的 回复 点 , 即 对 Ye > 0, 存在 n > 0, 使 得 
d(z,0"(Z)) < se. 令 4=w(z,o) 是 x 关于 oa 的 w- 极 限 集 . o = cl4 : 
4 一 4 为 子 转移 . 

设 B 是 由 0,1 组 成 的 有 限 序列 , 记 r(B) 为 B 中 坐标 1 的 个 数 . 
容易 验证 下 面 的 结论 成 立 : 

(1) An = (10810(|A2|?)Q20(|A3|?)Q3 .0(|An-1))Qn-1); 

i) |4n| > n2，Yn > 1; (归纳 法 ) 

(iii) |An| > |An_1l?, vn > 2; 

(iv) r(Qn) < T(Qn-1)+2, Yn>2; ( 因 r(P(n)) < r(P(n—1))+1) 

(v) zew(z); 

(vi) (0,0,0,…) 是 la 的 唯一 不 动 点 . 


6.6.2 (4,0) 的 拓扑 混合 性 


定义 6.6.1 设 X 是 紧 致 度量 空间 , f : X 一 X 连续 映射 . 称 了 
是 拓扑 混合 的 , 如 果 对 任意 非 空 开 集 U,V c X, 存在 正 整数 no, 使 得 
当 n>no 时 , 恒 有 广 "(Z)mT 关 台 . 

引 理 6.6.1 设 f:X 一 X 是 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 , 系 
统 (X,f) 是 拓扑 传递 的 , 即 存在 re X, 使 得 X = w(z,f). 则 f 是 拓 
扑 混合 的 当 且 仅 当 对 任意 s > 0, 存在 N > 0, 使 得 当 n > N 时 有 


f"(V(z,a) NV(r,e) #80, 


这 里 V(x,e) 指 以 z 为 心 . s 为 半径 的 开 球 . 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 , 下 面 证 明 充 分 性 . 
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设 U,V CX 是 任意 两 个 非 空 开 集 , 由 f 的 连续 性 及 X = w(z, 了 )， 
存在 正 整数 k 和 1, 以 及 实数 = > 0, 使 得 f*(V(z,e)) CU,f'(V(z,e)) C 
V. 取 充 分 大 的 N, 使 得 N > k,N > 1, 并 且 满足 : 当 n> N 时 , 恒 有 


fr(V(z,e) NV(z,e) #2. 
因此 


g@ 关 Pr(V(ce)nVlz Cf" (Vz e) NF (Vz,e)) 
= "+t(V(z,e) N FV ze) C fH UI NY. 


注意 到 上 面 的 式 子 对 所 有 n > N 都 成 立 , 即 对 所 有 的 m> N 十 ! 一 大 
都 有 jm(U)nY 关 g, 从 而 可 知 Cn fm(V) 关 忆 所 以 是 拓扑 混合 
的 . 
定理 6.6.1 上 面 构造 的 子 转移 系统 o : 4 一 4 是 拓扑 混合 的 . 
证 明 ”对 任 给 的 e > 0, 存在 正 整数 N 满足 : 对 2(2) 中 任意 两 
点 , 如 果 它 们 的 前 项 坐标 均 对 应 相同 , 则 它们 之 间 的 距离 就 小 于 <. 
从 z 的 构造 容易 看 出 , zx 的 轨道 上 包含 下 列 形状 的 点 : 


(P(N)O(N? +i)P(N):.) € Orb(z), Vi>0, 


并 且 
(P(N)O(N? +i)P(N):..)EV(z,e), Vvi>0. 


这 是 因为 P(N) 正好 是 z 的 前 N 项 坐标 构成 的 有 限 子 序列 . 
另 一 方面 , 对 Vi > 0, 有 


oNtN ti(P(N)O(N? +i)P(N):…) = (P(N):.) € V(z,e), 
即 当 n > N + N2 时 , 恒 有 
oa"(V(z,e) NV(z,e) #8. 
根据 引 理 6.6.1, o 是 拓扑 混合 的 . 
6.6.3 ”唯一 的 遍历 测度 支撑 在 唯一 的 不 动 点 上 


1 
引 理 6.6.2 lim 一 r(P(z)) = 0. 
下 一 20 7 
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一 一 一 


证 明 ”由 6.6.1 小 节 中 的 结论 (iv), 有 
rT(Qn) <r(Qn-i)+2<r(9 2)+4<… 和 和 r(Gi)+2(n -1)= 
对 n 存在 ;> 2, 使 得 |4i| < n < |4i+i|. 由 于 4 AiO(|Ail?)Q;, 
P(n) 为 4i+l 的 前 ”项 , 故 有 
T(P(m)) < r(4i+i) =r(4i) +7(Qi). 
又 因为 
Ai = Ai-10(|Ai-1|?)Qi1, 7(hi)=7(Ai1) +7(Qi1), 
于 是 有 
Lr(P(n) < F(A +7(Qi) +7r(Q) < Lr(As1) + 
< 而 (4 十 和 一 2)， 
当 一 co 时 , 也 有 i 一 oo, 由 结论 (i) 和 ( 进 ) 可 知 上 式 右边 趋 于 0， 
即 
im 2r(P(n)) 三 
引 理 得 证 . 口 

引 理 6.6.3 设 B 是 长 度 为 n, 首 项 与 末 项 均 为 1 的 有 限 序列 . 
车 怠 在 z 中 出 现 , 则 27(B) < 2r(P(n)) 

证 明 首先 , 若 就 是 z 的 前 n 项 , 则 2r(B) = =r(P(n)). 车 
这 种 情况 不 出 现 , 注意 到 

z= (10810(|A2|?)Q20(|43|°)Qs.…: 0(|An_1])Qn-1.…), 
则 必定 有 1 < i < j, 使 得 B 是 首 项 落 在 Qi; 而 末 项 落 在 8; 上 的 一 段 
有 限 序 列 . 这 里 不 妨 设 i 是 满足 上 述 条 件 的 最 小 指标 . 

Q) 车 i < jj, 即 B 在 Q@;…0(|4;|?)Q; 中 出 现 , 财 n = |B| > 
10(I4;|2)| = |4;P， 因 此 4 = (10810(|42|?)Qx0(|As|?)Qs…0 
(4j-1|)Qj-1) 就 是 P(n) 的 前 |4;| 项 . 故 

r(P(m)) > 1+7(Qi)+7(Q2) +:…:+7(Qi-1). 


86.6 ”拓扑 混合 但 统计 平凡 的 一 个 例子 。 165 


另 一 方面 , 由 于 B 在 Q;…0(|4j|?)Q8; 中 出 现 , 故 


Lr(B) < LF(Qi) + +r(GiD + 7(Q7) 
< Lr(Q) 4.7+7(Q 1) +7r(Q;-1) + 
< 20 +r(QD)+r(@a+ +7(Qj1) 
< 2r(P(n)) 
(说 车 i=j, 即 B 在 Qi=P(m)O(1)P(m) 中 出 现 , 由 Qi 的 定义 


知 , m < i 且 m2? < 1 (不 妨 设 m < i 若 不 然 , 则 i= 1, 结论 显然 成 立 ). 
这 时 又 分 以 下 两 种 情况 : 

DB 丽人 P( (m), 本 天 六 让 局“ 一 个 P(m) 上 ， 这 时 
mgsm?<glgn. 所 以 lr(B ) 和 (Ptm) < 2r(PO). 

@ B 在 P(m) 中 出 现 . 由 于 P(m) 即 是 z 的 前 m 项 , 且 m < i 
这 与 i 是 最 小 的 指标 的 设 定 相 矛盾 . 这 种 情况 不 发 生 . 口 

定理 6.6.2 (4,o) 只 有 一 个 遍历 测度 , 它 支 撑 在 不 动 点 (000…) 
二 ; 

证 明 ”用 反 证 法 . 假设 1 是 另外 一 个 遍历 测度 . 取 直 径 为 so = 1 
的 开 集 V, 使 得 VN supph 关 C, 这 里 suppy 是 六 的 支撑 取 y = 
(yoy1.…) esYnsuppw 使 得 y 是 回复 点 , 且 


im 元 和 xv(o'(y)) = pu(V) > 0. 


不 失 一 般 性 , 可 假设 yo = 1. 由 Birkhoff 遍历 定理 知 , 这 样 的 y 存在 . 
由 回复 性 知道 y 的 坐标 中 有 无 限 多 个 1. 存在 严格 递增 正 整 数列 {ni;}， 
使 得 y,, = 1,Vvi>1 且 y;=0,Vig {ni}. 因 yew(z,o), 故 对 Vi> 1， 
存在 7 了 >0, 使 得 o7(z) 的 前 ni+1 项 有 限 序列 恰 为 B = (yoyi… yn)， 
即 B 在 z 中 出 现 , 且 它 的 首 项 和 末 项 都 是 1. 于 是 


1 2 
yg < Ti 十 pr A iA + 1)). 
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这 样 就 推出 


0< AV)= lim, = 元 xv (oi(y)) 


= lim 工大 el0,n ~ loi(y) eV} 


A 


-lim ey 


2r(B) (用 2(2) 的 度量 定义 并 注意 ye V) 


a 


#{i € [0,ni]lo’(y) eV} 


< lim 


1 一 oo 


这 一 个 矛盾 , 因此 定理 得 证 . 口 


86.7 习 题 


1. 在 双边 符号 系统 (2(2),c) 的 闭 不 变 集 Y 上 有 一 列 开 集 Go, G1,…, 满 
足 如 下 性 质 : 

如 果 一 个 点 ye Y 访问 过 Gk, 那么 它 在 Go 中 的 逗留 频率 就 不 能 超过 
ekrEk 一 0. 设 是 Y 上 的 一 个 不 变 测 度 , 且 对 任何 开 集 EECY,p(E) > 0. 试 
证 明 : / 不 能 被 任何 遍历 测度 逼近 . (提示 : 应 用 测度 收敛 的 一 个 等 价 条 件 , 即 jn 
弱 * 收敛 于 jy <<=> 对 每 个 开 子 集 U C Y， lim inf pn(U) > ADD) 

2. 设 X 是 紧 致 度量 空间 . 证 明 : 6.: X 一 M(X), z 五 5 是 到 像 集 的 同 胚 
映射 . 

3. 设 X 是 紧 致 度量 空间 , j,mi, ji e M(X),1i = 1,2. 证明: 

(i) 对 0<ag1,D(p,amit+ (1~a)m2) < aD(p, mi) + (1— a)m2; 

(ii) 对 ai > 0,i = 1,2, D(aipi + a2p2, a1m1 + a2m2) 和 aiD(pi,m) 十 
Qa2D(p2, m2). 

. 设 区 是 紧 致 度量 空间 , T : X 一 X 是 连续 映射 , 又 设 ze X. 证 


明 : 元 6riz 在 M(X,T) 的 所 有 极限 点 形成 一 个 紧 臻 连通 子 集 . 


5. 属 M 是 紧 致 流 形 , f,g : M 一 M 是 两 个 连续 映射 , 满足 fog = go f. 
证 明 : 存在 一 个 测度 对 于 f 和 9 都 是 不 变 的 . (提示 : 对 f 取 定 一 个 不 变 测度 
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几 利用 /构造 对 f 和 9 都 不 变 的 测度 .) 

6. 设 X 是 紧 致 度量 空间 , T : X 一 X 是 连续 映射 , 又 设 5 > 0, jE 
M(X,T). 证 明 : 存在 有 限 多 个 测度 yi,p2,… ,pk € BE(X,T) 和 非 负 常 数 a， 
Q2,… QkyQ1 十 Q2 十 Qk = 1, 使 得 


大 
D (Be) <56. 


7. ei X 和 连续 映射 : X 一 X 的 例子 , 使 得 对 每 个 连续 
函数 f, 一 iS 是 收敛 的 且 关 于 z 是 一 致 的 , 但 T 不 是 唯一 遍历 的 , 即 


M(X,T) 不 是 单 点 集合 . (提示 : X = {z eCl|z| € {1,2}}, T(z) = ze?rei, 这 里 
a 是 个 无 理 数 .) 

8. 考虑 环 面 上 的 微分 方程 

$= A(¢,0), 

满足 : 

(i) A(G +1,0) = A(¢$,0) = 4( 加 十 Ti; 

(iD) A(9,0) 连续 ; 

( 道 ) 经 过 每 一 点 (o,go) 有 唯一 的 解 . 
用 厂 表 示 环 面 的 经 圆 $ = 0. 设 9 = u(9,0o) 为 满足 初 值 条 件 go = u(0, 00) 的 
解 . 由 少 :一 了 ,ww(90) = u(1,90) 确定 厂 上 的 同 胚 . 证 明 : 


{rer|#t&oer, 使 得 dm Or) #0 
(提示 : 利用 不 变 测度 存在 性 和 Birkhoff 遍历 定理 .) 


9. 证 明 : 逐 点 周期 系统 (每 个 状态 点 都 是 周期 的 ) 的 拓扑 炳 为 0. 
10. 讨论 符号 动力 系统 了: 2(b) 一 (kk). 令 


L(2(k)) = {4 C 2(k)|4 是 紧 致 的 了 不 变 集 } 
依 Housdorff 度量 这 是 一 个 紧 致 度量 空间 . 证 明 : 拓扑 炉 映 射 
L(Z(k)) = R, A h(Tl4) 


是 上 半 连 续 的 . (提示: 符号 动力 系统 的 子 系统 是 可 扩 的 , 进而 该 子 系统 的 最 大 
粹 测度 存在 , 再 使 用 测度 炉 的 上 半 连 续 性 质 .) 
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11. 构造 一 个 紧 致 度量 空间 上 的 具有 有 限 拓扑 炳 的 


同 胚 , 但 这 个 同 胚 没 有 最 


大 焙 测 度 . (提示 : 有 不 同 的 构造 方式 , 我 们 提示 一 种 如 下 : 取 数列 {6}, 满足 单 
调 递增 趋 于 2, 但 不 等 于 2, 再 取 一 列 拓扑 系统 , 即 紧 致 度量 空间 的 连续 自 映 射 
序列 (Xn, 有), 使 (fn,Xn) = Bn. 然后 造 紧 致 度量 空间 X = 【XU {oo}( 不 


交 并 和 单 点 紧 化 ) 和 映射 j :X 一 X.) 


12， 构 造 一 个 紧 致 度量 空间 上 的 拓扑 传递 的 可 扩 同 胚 ， 使 得 具有 不 止 一 个 
最 大 焙 测 度 . (提示 : 有 不 同 的 构造 方式 , 我 们 提示 一 种 如 下 : 构造 一 条 轨道 ( 比 
如 在 两 个 符号 的 符号 系统 中 取 过 (…:0000, 1111.…) 的 轨道 ), 使 得 : (i) 其 闭 包 


中 的 遍历 测度 不 唯一 ; (ii) 拓扑 粹 为 0.) 


13. 设 了 :X 一 X 和 3:Y 一 Y 都 是 紧 致 度量 空间 上 的 连续 满 映射 ， 且 
拓扑 半 共 生 , 即 存在 连续 满 映 射 + : X 一 了 ,使 得 ro 了 T= Sor. 定义 


元 : MX,T) 一 MY 59)， 


Am Norr1. 


(iD 证 明 : 元 的 定义 是 合理 的 ; 


(i 证 明 : 元 将 M(X,T) 的 闭 子 集 映 成 M(Y, 3S) 的 闭 子 集 . 


第 7 章 流 的 灶 


在 离散 系统 中 (测度 粮 , 拓扑 炉 ) 是 描述 系统 的 混乱 程度 的 量 ， 
并 且 是 等 价 系统 (概率 系统 同 构 , 拓扑 系统 共 斩 ) 的 不 变量 . 连续 流 的 
灶 (测度 粹 , 拓扑 粹 ) 是 指 这 个 流 的 时 间 1 映射 的 炳 (测度 粹 , 拓扑 炉 ). 
这 个 炳 能 够 在 一 定 范围 内 (比如 没有 不 动 点 的 流 ) 描述 出 流 的 混乱 程 
度 , 但 不 是 等 价 流 的 不 变量 . 流 的 炉 理 论 和 离散 系统 的 炉 理 论 有 些 显 
著 不 同 的 讨论 课题 . 


87.1 时间 1 映射 的 科 


为 了 叙述 上 的 方便 , 我 们 总 约定 (X, d) 为 紧 致 度量 空间 , B(X) 为 
Borel o 代数 , 而 测度 均 为 Borel 概率 测度 . 

一 个 拓扑 流 (或 叫做 连续 流 , 亦 可 简称 为 流 ) 指 一 个 连续 映射 

$:XxR—X, 
满足 : 

(i) bg(z,0) = zx,vr € X; 

(ii) $(9(7, s),t) = (1,s +t), Vr € X,Vs,t € R. 

如 果 将 (i) 记 成 po ds = 加 + 则 在 集合 {94|t e R} 上 定义 了 群 
运算 . 因此 也 把 流 $ 叫做 单 参数 变换 群 . 对 任意 te R, 则 bp, = 9(,1) : 
XX 一 X 连续 且 有 连续 的 逆 映 射 %_*, 进而 是 同 胚 . 

Borel 概率 测度 jy 称 为 $ 不 变 的 , 如 果 对 任意 te RR, 任意 B e 
B(X), 有 J(8B) = p(B)，Borel 概率 测度 jy 叫做 遍历 的 ,如 果 满 足 
bi(B) = B(VteR) 的 Be B(X) 必 满 足 nB) = 0,1. 用 M(X,9) 表 
示 所 有 $ 不 变 的 测度 形成 的 集合 , 用 E(X,$) 表示 所 有 4 遍历 的 测 
度 形 成 的 集合 . 注意 和 离散 系统 情形 不 同 , 这 里 的 遍历 测度 并 不 只 是 
对 不 变 测度 定义 , 不 要 求 有 E(X,9) C M(X,9). 我 们 令 Mergs(X) = 
E(X,9) n M(X,9). 遍历 理论 的 一 些 基 本 定理 对 离散 系统 和 连续 流 是 
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平行 的 , 例如 下 面 的 Birkhof 遍历 定理 (我 们 仅 在 紧 致 度量 空间 给 出 ， 
并 略 去 定理 的 证 明 ). 

定理 7.1.1(Birkhoff 遍历 定理 ) 设 9: 铸 xRR 一 XX 是 紧 致 度 
量 空间 X 上 的 流 , 保持 Borel 概率 测度 jy, f € Li(X,B(X),p), 则 对 
/ae.T EX, 下 列 两 极限 存在 且 相 等 


2 Re 
am Jraar= im} / f(br7r)dr. 


用 f(x) 记 上 面 的 极限 , 则 对 ju-a.e.z < X, 有 f(z) = f($i(z)), t € R, 


有 feL(X,B(X),), 
f zu- sa 
进一步 , 如 果 /是 遍历 测度 , 即 je Meros(X), 则 
f(z) = / fdu, jaerexX. 

设 Ee M(X,). 两 个 可 测 函数 j 和 g 视 为 相同 的 或 称 为 等 价 的 ， 
如 果 Hzlj(z) = g(z)} =1. 记 Z2(X,B(X),A) 为 所 有 满足 f Pan < 
co 的 函数 有 : X 一 及 的 等 价 类 ， 当 我 们 写 fe L2(X,B(X),n) 时 , 则 
表示 函数 / 满足 J Pan < co， 用 函数 的 加 法 , 数 乘 , 内 积 (f,9) = 
oay 进而 取 模 11 = (全 则 L2(X,B(X),) 成 为 Hilbert 空间 . 


L?(X,B(X),1) 是 可 分 的 . 设 工 : (X,B(X)) 一 (X,B(X)) 为 保持 测度 
六 的 可 逆 映 射 . 考虑 线性 算 子 


Ur : LX, BOX),p) = LX, BX), 0), 
fm Urf=fo7. 
Uz 是 保持 内 积 的 , 即 
rp vrg)= /oneoman= fF- 9d = | fap = (9) 


这 又 蕴涵 着 算 子 UT 保持 范 数 距离 , 因而 是 单 的 (参见 参考 文献 [7]). 
在 这 些 准备 之 后 . 我 们 叙述 并 证 明 本 节 的 主要 定理 . 
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定理 7.1.2 ” 设 X 为 紧 致 度量 空间 , (X, B(X),/) 为 Borel 概率 空 
间 ， 中 XxR—X A 且 保 持 y, 则 对 任意 给 定 的 二 ,to € R\{0}， 


有 二 hl6n) = 症 生 bo) 


证 明 ”不 失 一 般 性 , 设 t,t。 > 0， 因 为 hy(pm) = hy(g7) 
mh(91), vm € N, 我 们 只 需 考虑 t1, to € R\N 的 情形 . 设 & 为 (X,B(X)) 
的 可 测 分 解 . 对 任意 自然 数 7, 记 


两 


ér=€VO a€V VG wvuk. 


hp(9u)> nn i a (Ve- ‘6 


= lim a H(EVG_ aéV.. “VO ruk Vp-uné 


m 一 co (m+ 1)t1 
VO aéV.: VO, evaéV. “VO-_mué 


1 


VV ak). 


: (1.1) 
另 一 方面 ， 


hy(9es,é)= mT a(Ve .qd 


< im mr i a (Ve ti 


VEVO aEV VG ecoagV BubVb ,aé 


VV paéVe VG-ma Ve VG ne ena 9 
(1.2) 
在 (1.2) 式 中 , m = m(n) 的 选择 需 满足 条 件 mt > ntz, 且 2 a 


注意 到 有 理 数 在 实数 中 的 秽 密 性 , 总 能 选 出 于 大 于 宇 并 接近 芭 进 


总 


而 :二 一 2 接近 于 1, 故 这 种 m 是 能 够 选 出 来 的 . 我 人 有 
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(n+T)t i zy 4 


i: 
(m + 1)t 
SD Vb V bmn VEVG sg 


V…V i be [3) 


_ (m+ Di 
t+ De te H(EV Og6V Ve nn 
+t Vb-okV:: “V9-ntaleve_ CV 外) 


(1.3) 
此 式 右 端 第 一 项 当 m 一 oo 时 趋 于 二 iu(de;6r) 由 于 HH((E Ve) < 
(él) + 到 (nke), 在 (1.3) 式 右 端 第 二 项 中 


H(EV -tw€ VV Bntaleve tv vd 3) 
-7 i ee 


n 


<》 万 (4- ktaéleve_ Vb Du 人) (1.4) 
k=0 i 
对 每 个 ,我们 可 以 找到 整数 pk, 使 得 |tta - 侍 ti| < 2, 即 jrkt2 一 
pkti| < 1. 
(ma es 


回顾 mm = m(n) 的 取 法 , 满足 条 件 mti > ntz, 且 当 mw m 很 大 时 mti 
和 nto 很 接近 (如 上 数 轴 所 示 ). 对 应 于 < n 及 4 kt, 则 由 mit 会 
包含 在 下 面 的 集合 中 : 


{é, $_u6, “9 CD 全 gt ;$a €}, 
其 中 上 = 1,2,…,n. 再 注意 到 当 7 >¢ 时 , H(éln) < H(ElC), 则 (1.4) 
式 的 右 端 不 超过 


SHG_mél m0 = Da as 人 15) 


k=0 
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由 px 的 取 法 , 我 们 知道 4. 
记 U4(f) = fo9e, 则 
U:L2(X,B(X),) x R— L?(X,B(X),n) 


是 对 t 而 言 的 连续 算 子 群 . 于 是 , 当 7 一 0 时, Ur 一 Uo. 现在 , 对 可 测 
集 4 上 的 特征 函数 x4, 有 


IIU-rx4 — Uoxall? = fw 一 X4)2d1 


a dn+ 上 du = Agr4A4). 
grA\A 4NorA4 


所 以 当 r 一 0 时 ,pb AAA 一 0. 据 此 ,对 <e > 0, 取 > 0 足够 大 ， 
使 当 Ir| < 时 ,及 (6réle) < < 故 (1.5) 式 右 端 小 于 ne. 
综合 (1.1) 至 (1.5) 式 , 我 们 有 


下 1 
一 hr(gia) = sup 一 hr(gta,6) 
t2 6 加 


kta -全 让 
” 


1 € 
< sup hulu br)+ i 
€ 1 2 


< hbn) + 志 : 
由 e 任意 性 得 到 
再 hu 人 te) < PA ). 
变换 ,to 的 位 置 得 


he(be) = 二 (bo 
2 1 
对 于 拓扑 糯 , 有 一 个 类 似 的 定理 , 这 里 我 们 咯 去 定理 的 证 明 | 
定理 7.1.3 ” 设 (X,d) 为 紧 臻 度量 空间 ,6 : X x R 一 X 为 连续 
流 , 则 对 任意 给 定 的 ,tz eRR\ {0}, 有 
1 1 
由 h(0n) = 证 Meo) 
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基于 上 面 两 个 定理 , 则 流 的 测度 焙 (注意 : 对 流 % 不 变 的 测度 对 
时 间 1 映射 内 也 不 变 ) 和 拓扑 炳 通常 如 下 给 出 : 

定义 7.1.1 设 9: 久 x 民 一 久 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 流 ， 
9 保持 Borel 概率 测度 y, 则 规定 5 对 5 的 测度 炳 为 (9) = hi,(@1)， 
9 的 拓扑 业 为 Ag) = h(91). 
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7.2.1 ”拓扑 等 价 与 拓扑 共 斩 

定义 7.2.1 设 X,Y 为 紧 致 度量 空间 , $ : X x 及 一 X， 2 : 
Y x 民 一 Y 为 两 个 流 . 如 果 存在 保 向 的 同 胚 r : X 一 Y, 满足 

{9:(z)lt € R} = {nr iwir(z)lt €E R}, Vr eX, 

Oa {gi(z)|t € 及 } 映 成 
的 过 r(z) EY 点 的 轨道 Orb(r(z),w) = {wi(r(z))lt e 及 }, 并 保持 轨 线 
方向 , 则 称 这 两 个 流 拓扑 等 价 . 人 Tog(z) = We on(t), 
Yr E X,YVt € 民 , 即 有 如 下 交换 图 : 


> mA,¢ 


| 


y + 


则 称 两 个 流 拓扑 共 办 e. 

当 两 个 流 $ 和 vw 拓扑 共 轿 时 , 它们 的 时 间 1 同 胚 小 和 ww 也 是 
拓扑 共 轿 的 , 即 re 内 = wio7. 对 同 胚 来 说 , 拓扑 共 罗 和 拓扑 等 价 是 
同义词 . 当 两 个 流 $ 和 vw 拓扑 等 价 而 不 是 拓扑 共 印 时 , 则 没有 交换 等 
式 rod(z) = 如 or(z),yz eX,vt < 下. 需要 对 时 间 重 新 参数 化 才能 
使 得 交换 等 式 成 立 , 见 下 面 的 命题 (参见 参考 文献 [13]). 

命题 7.2.1 设 紧 致 度量 空间 X 上 的 两 个 流 由 几 :Xx 玉 一 X 等 
价 ,r:X 一 X 是 保 向 同 胚 , 满足 x(Orb(x,0)) = Orb(xz,w), Vr € X， 
Xo 为 8 的 不 动 点 之 集 , 则 存在 一 个 连续 函数 0 : (X\ Xo x 玉 一 下), 满 
足 : 
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(i) 9(z,0) = 0,9(z,-) :及 一 及 严格 递增 , rz < XX \ Xo; 

(i 对 任意 ze X\Xo, s,t ER, 有 0(z,s+t) = 0(7z,s)+0(9s(7),t); 

(过 ) 对 任意 re X \ Xo,tE R, 有 To gi(7) = wetzt) oT(7). 

我 们 指出 , 连续 函数 9 : (X \ Xo) x 及 一 RR 一 般 不 能 连续 地 扩充 
到 X 上 , 即 9(z,t) 在 点 ze Xo 处 可 以 不 连续 . 有 时 记 ge = 9(z,…). 

拓扑 等 价 的 两 个 流 具有 相同 的 轨道 拓扑 结构 , 因而 具有 相同 的 动 
力学 性 态 . 考虑 到 离散 系统 情形 拓扑 焙 是 拓扑 等 价 系统 的 不 变量 ,人 
们 也 希望 拓扑 炳 能 是 等 价 流 的 某 种 程度 上 的 不 变量 .诚然 , 拓扑 焙 随 
时 间 变 换 而 变化 , 它 在 允许 时 间 变 换 的 流 等 价 之 下 应 该 以 相当 复杂 的 
方式 变化 , 但 至 少 希望 等 价 的 流 能 保持 0 烂 和 oo 业 这 样 极端 的 粹 值 . 
实际 情况 是 等 价 流 的 炉 变 化 可 以 相当 奇异 . 1980 年 Ohno 构造 了 例子 
( 见 参考 文献 [9]) 指出 , 等 价 的 连续 流 可 以 不 保持 0 米 ，2009 年 Sun- 
Young-Zhou 构造 例子 ( 见 参考 文献 [15]) 指出 , 即使 在 微分 流 ( 即 流 作 
为 映射 是 Cee 的 ) 范畴 这 种 现象 也 存在 , 即 等 价 的 微分 流 可 以 不 保持 
0 业 . 这 例子 说 明 , 炉 的 奇异 变化 不 是 由 空间 拓扑 和 流 的 微分 正则 性 引 
起 的 , 而 是 由 流 的 时 间 重 新 参数 化 引起 的 . Sun-Zhang 构造 的 例子 则 展 
示 了 极端 奇异 情形 : 等 价 的 两 个 连续 流 一 个 有 0 粹 而 另 一 个 有 oo 们 
( 见 参考 文献 [17]). 这 些 奇异 现象 只 在 带 不 动 点 的 等 价 流 发 生 , 即 没有 
不 动 点 的 等 价 流 保持 0 烂 和 oo 焙 , 见 本 章 习 题 . 下 面 我 们 介绍 Ohno 
的 例子 . 


7.2.2 ”Ohno 的 例子 的 构造 
对 集合 {0,1} 赋予 离散 拓扑 . 和 以 前 一 样 , 记 


十 oo 
7(2) = 工 {o,1} = {0,1}2， 


并 赋予 乘积 拓扑 . 考虑 转移 同 胚 7: 2(2) 一 2(2),(zi) 一 (zi+1). 
步骤 1 ”选取 一 个 双向 无 限 序列 z* = (z*(i)) s 2(2), 使 之 同时 
满足 下 列 两 条 : 
(i) 对 任意 ke Z 和 任意 n>1, 有 
T° (kr k+l) 7 (k++4.3") > 1 =11...1, 
2m 一 1 
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即 z*(k)z*(k 十 1).…z*(k 十 4.37) 中 含有 连续 排列 的 2n 一 1 个 1; 

(ii) 对 任意 n > 2, 在 z* 中 包含 有 2?" 个 长 度 为 2. 3"-! 的 有 限 
子 列 ,这 里 p= 2! 

用 a 表示 一 个 待定 的 符号 , 它 将 来 取 0 或 1. 设 zr = la 记 
Zi = 11, 即将 zi 中 的 a 换 成 1. 记 za = ziizl = lallla. 在 zs 中 
将 一 个 a 换 成 1 得 到 的 x 满足 入 > 三 , 即 zo。 中 含有 连续 排列 的 
2.2 一 1==3 个 1 (比如 可 取 32 = 11111a). 令 za = zzzzz. 在 za 中 选 
取 某 个 a 并 把 它 换 成 1, 使 得 到 的 33 满足 入 > 13, 即 Ks 中 含有 连续 
2.3-1=5 个 1. 一 般 地 , 设 zn = zn-l 因 -lzn-l. 因为 1 > 五 -1 
以 及 zw 的 每 个 不 在 尾 项 的 a 其 相 邻 两 侧 都 是 1, 可 将 zn 中 的 某 个 a 
换 成 1, 使 得 到 的 五 满足 z, > 1, 即 各 中 含有 连续 2n 一 1 个 1. 我 们 
构造 rn+l 为 rzn+l = znznzn. 用 归纳 法 , 我 们 得 到 {znjg. 对 ”> 1， 
zn 和 Zz 的 长 度 都 是 2. 3"-1. 因 zn+l 的 前 2 .3"-:! 个 位 置 上 是 zw， 
下 面 极限 存在 : z+ = im zn. 则 z+ € {1,a}™. 
由 构造 程序 知道 , z+ 的 每 个 长 度 为 4. 3* = 2.2.3"-1.3 的 子 列 
中 要 么 包含 一 个 六 ,, 进而 包含 ; 要 么 包含 一 个 修改 了 的 各 (这 个 修 
改 是 将 加 中 的 若干 个 a 修改 为 1, 而 含有 更 多 的 1), 进而 包含 . 于 
是 , 对 任意 大 > 1,n >2, 总 有 z+(k)zt(k 二 1):…zt+(k+4.37)> 了. 


另 一 方面 , 在 zi = la 中 a 的 个 数 可 写 为 1= 3 +1 _ pi; 在 


2 
32-1 十 1 5 
三 D2. 设 Tn—l 中 a 的 个 数 


za = lallla 中 a 的 个 数 为 2 = 


. 注意 到 zn = zn_lizn airzn il 则 zn 中 a 的 个 数 


3" 2+1 
为 pn-1 = 2 


为 


mm 


3n-2 十 1 3n-2 十 1 1 本 
2 2 2 2 


将 zn 中 这 pn 个 a 用 0,1 来 替换 , 则 可 以 得 到 2z" 个 长 度 为 2. 3"-! 
的 不 同 的 zn. 据 此 , 我 们 对 z+ 作 如 下 修正 : 

从 x+ 的 左 端 开始 选取 两 个 zi (注意 在 z+ 中 含有 无 限 多 个 zl)， 
将 其 中 一 个 的 a 换 成 0, 而 将 另 一 个 ci 的 a 换 成 1, 则 得 到 2m = 2 
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个 不 同 的 长 度 为 2 的 z1. 以 这 两 个 zi 中 最 右 侧 的 zi 的 尾 端 为 分 界 ， 
将 其 左 侧 余 留 的 a 都 换 成 1 对 这 样 修改 了 的 z+ 从 左 端 开始 取出 
2z = 4 个 长 度 为 2.32-1 = 6 的 z2 (注意 此 z+ 中 含有 无 限 多 个 z2). 
将 这 些 zz 中 的 a 用 0,1 替换 得 到 4 个 长 度 为 6 的 不 同 子 列 . 以 这 4 
个 zs 的 最 右 侧 的 尾 端 为 分 界 , 将 其 左 侧 余 留 的 a 都 换 成 1， 对 这 样 
修改 了 的 z+ 从 左 端 开始 取出 2Ps = 25 个 长 度 为 2. 33-! 的 za (注意 
z+ 中 含有 无 限 多 个 za). 将 其 中 的 a 用 0,1 替换 则 得 到 2? 个 长 度 为 
2 .33-1 的 不 同 子 列 , 则 z+ 中 包含 有 2z 个 不 同 的 长 度 为 2. 33-! 的 
子 列 . 无 限 重复 这 种 手续 , 可 得 到 修正 后 的 单 边 无 限 序列 ， 仍 以 z+ 记 
之 . 我 们 指出 , 修正 后 的 z+ 属于 {0,1}™, 其 中 {0,1}N = TI{o,1}, 且 


z+ 满足 上 面 提 出 的 条 件 (i) 和 (这 . | 
定义 


z+(k), 大 >1 
z*(k) = 4 0， k=0, 
z+(—k), k< 
则 z*(k) 属于 2(2) 且 满 足 条件 (i) 和 (ii). 
步骤 2 ”构造 符号 系统 (2(2),T) 的 一 个 子 系统 并 讨论 它 的 拓扑 

业 . 

取 X = Orb(z*,T), 即 z* 在 T 迭代 下 的 轨道 的 闭 包 , 则 X 是 
紧 致 的 T 不 变 的 子 集 , 7 : X 一 X 形成 子 系统 . 由 推论 6.1.3 及 命 
题 6.1.5, 有 E(X,T) # g. 任 取 定 jE E(X,T). 对 m > 1 记 闵 = 
{ZE XIz(k) =. -n+1< 大 sm -1} 而 用 X7 表示 h 的 特征 函数 . 
由 Birkhoff 遍历 定理 , 对 yy-a.e.7 EX, 有 


5 2 
HIn) = 人 Xi dp = im。 元 艺 xz, (T'z). 
因为 z 是 {T"z*In e Z} 的 聚 点 , 依 2(2) 的 拓扑 知道 z 也 满足 步骤 1 
的 第 (i) 个 条 件 . 这 给 出 
全 1 
LI) > EE 
另 一 方面 , 由 步骤 1 的 第 (i) 个 条 件 及 例 5.4.3 有 
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AZ) = lim mgn(X) > ,lim 

其 中 
所 (和 ) =#{[lio…in_1]| 存在 ze X, 使 得 ro =io0,:…,zxn_1 = $n=1}: 

步骤 3 将 (X,T) 扭 扩 成 连续 流 . 

离散 系统 (X,T) 具有 唯一 的 不 动 点 ( 记 成 )1 e X, 它 是 每 个 位 置 
都 为 1 的 双向 无 限 序列 . 令 X. = X\{} 则 X, 是 局 部 紧 致 空间 . 设 
?1:X, 一 (0, 十 oo) 为 一 个 正 的 连续 函数 , 则 (X,,T) 用 ?7 经 过 扭 扩 可 
得 到 所 谓 的 扭 扩 流 . 具体 做 法 如 下 : 在 {(z,w)l0 < vu < 7Y(z),z € X,} 
上 建立 等 价 关 系 (z,Y(z)) ~ (Tz,0), 得 到 的 商 空间 记 成 X?, 则 扭 扩 流 
p17:X? x 民 一 XY 定义 为 


T 
pe 2 = 了 了 2 > 0， 


PT YU) = T+t), ugt<yr)—u. 

这 样 x” 是 局 部 紧 致 的 度量 空间 , 而 yp? 为 连续 流 . 

令 X7 = X2U{A} 为 X? 的 单 点 紧 致 化 . 则 X? 为 紧 致 度量 空 
间 . 在 空间 X? 上 (zn,un) 一 人 当 且 仅 当 在 空间 X 上 zw 一 1. 规定 
P92 ( 介 ) = 和 VE 及 则 我 们 将 X? 上 的 流 wz 扩充 成 了 X7 上 的 流 , 记 
为 i. 

引 理 7.2.1 ”任意 给 定 两 个 正 的 连续 函数 7,3y', 则 BY 和 BY” 等 
价 . 

证 明 ”映射 

A :XY XY, 
(Zu) 一 (a) ，0 和 <7T(z). 

给 出 流 @7 和 &@7 的 等 价 同 胚 . 口 

我 们 将 选 两 个 正 的 连续 函数 , 进而 依 上 面 程 序 给 出 拓扑 等 价 的 两 
个 流 , 使 它们 的 拓扑 焙 分 别 为 0 和 正 数 . 


7.2.3 ”对 例子 的 进一步 讨论 

对 于 离散 动力 系统 , 依据 变 分 原理 我 们 可 将 拓扑 炉 问 题 转化 到 测 
度 炉 范畴 . 对 于 流 的 情形 , 也 有 一 个 变 分 原理 叙述 如 下 , 其 证 明 参 见 参 
考 文 献 [9] 或 [14. 
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引 理 7.2.2” 设 Y 是 一 个 紧 致 度量 空间 , yp 是 Y 上 的 流 , 则 有 


h(y)= sup hm(y), 
TEAera,w 


亦 即 (由 流 的 炳 定义 ) 


h(p1) = uD hm (91). 


ergp 


由 不 变 测度 定义 , pi 的 不 变 测度 不 一 定 是 ” 的 不 变 测度 , p 的 遍 

历 测度 也 不 一 定 是 pi 的 遍历 测度 . 因此 , 引 理 给 出 的 流 的 变 分 原理 ， 

和 离散 系统 的 变 分 原理 是 有 区 别 的 . 现在 我 们 继续 讨论 Ohno 的 例子 ， 
对 紧 致 度量 空间 X 上 的 流 8 及 je Meryo(X), 记 


t 
Q,(0) = f ex lm} { st6s0)s = /san vee co 


由 定理 6.1.3 ( 流 有 相应 定理 ) 知 , Qu(g) 是 % 不 变 且 / 全 测 集 ， 称 
Qu(9) 中 的 点 为 的 通 有 点 . 

引 理 7.2.3 设 7o = nf ?7(z) > 0， 则 对 任意 非 平凡 的 ( 即 不 
是 人 的 原子 测度 友 < Mero,w», 存在 非 平凡 的 ( 即 不 是 {1} 的 原子 测 
度 )w e E(X,7T), 使 得 对 X7 上 任意 的 连续 函数 f, 有 


Ea(f) = Em( 人 的 at), 


Ba(f) = / fap, Bu) = fan 


m (fe) =/ (fa)an 


证 明 ”我 们 分 四 步 来 证 明 . 
步骤 1 证明 预备 式 子 . 对 取 一 个 通 有 点 z = (a,0) e Qa ( 通 
有 点 集 是 不 变 集 , 当 (a,w) 是 通 有 点 时 (a,0) 也 是 ), 即 满足 


其 中 


2 1 
im 
mm Nm 


[seat= Bah) 
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其 中 了 是 XY 上 的 连续 函数 . 特别 地 , 我 们 有 


二 1 E770) 
B= lm oo /fe,0)at 
> T(T4a) Te) 
k=—n 
, 


(T*a) 
i 人 FTeabdt (2.1) 
0 


一 oo 


>》 7(Tra) t=-n 
k=—n 
步骤 2 ”构造 测度 人 并 讨论 单调 函数 列 关 于 j 的 积分 和 关于 扩 
的 积分 的 关系 . - 
下 
记 为 概率 测度 序列 售 》 irra 


大 一 一 有 


| 的 一 个 极限 点 , 则 存 


在 自然 数 的 无 穷 子 列 {n} C N, 使 得 
人 
2 Dor, 一 人 . 


所 以 / 为 了 不 变 的 概率 测度 . 

取 连 续 函 数 g; : X> 一 [0,1] 使 之 支撑 在 某 个 紧 致 子 集 4; 上 ( 即 
gi(X* \4i) = 0)， 4 C 4i+l, 并 使 得 函数 列 {9;}> 是 单调 增 的 ， 且 
lim gi — Xx?, ,这 里 Xxy 表示 X? 的 特征 函数 . 令 


7Y(z) 
i(T,t)dt, I EX,, 
Gilz) = | ad 
0， z= {1). 


由 Gi(z) 连续 和 j 的 定义 , 我 们 有 


1 Bt (Tka) | 4 Wt i 
dm / gi(T tat J ot a)=BE,(Gi). 


二 一 nL 


由 9i 连续 支撑 在 紧 致 集 上 及 (2.1) 式 , 我 们 有 
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1 到 p(T*a) 
丈 g0= Jo 避 而 二 re 
大 一 一 mm 
py > 7(Tra) 
k=—n’ 
1 
=2B,(Gi), (2.2) 


其 中 。= im 元， Yeaj. 对 (2.2) 式 两 边 令 i oo, 使 用 单调 


k=—n’ 


收敛 定理 得 到 1 = LB,(Y -xx.). 


步骤 3 ”证明 不 是 平凡 的 . 对 闭 集 12 = {(z,blze inNX,,0 < 
t < 7Y(z)}U {A}, 我 们 有 


1 mn ?7(T4a) 
柬 (xmx) = 有 及) = lim 一 一 一》 x (Tra, t)dt 

to k=—n'"0 
》 7(Tro) 
k=—n’ 

1 Yo 

机 
之 na > Xi (Ta) = —p(lm) 


注意 到 不 是 平凡 测度 , 我 们 有 
pA({1}) = lim pfn) < 2 lim RL)= LA({A)) = 
mm 一 oo To mm 一 co Yo 
此 式 说 明 j 也 不 是 平凡 测度 . 这 也 给 出 
EB,())= Es(Y: xx.)=¢. (2.3) 


于 是 由 (2.2) 和 (2.3) 式 , 我 们 就 单调 函数 列 验证 了 引 理 的 公式 . 
步骤 4 ee 由 (2.2) 和 (2.3) 式 和 单调 收 
敛 定理 , 得 


(z) 
Ba) = lm Blf -9) = Jim BB (foe tet) 


四 swf fed 
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推论 7.2.1 车 对 任意 非 原子 的 测度 je E(T) 都 有 E,(yY) = %， 
则 5A 是 更 * 的 唯一 不 变 且 遍历 的 测度 , 亦 即 Merysv = {64}. 
现在 我 们 确定 两 个 流 . 取 Y(z) = 1, 取 
jn.4.3", rEh\hbn, n>1, 
-= 人 rEexX.\h. 


易 证 y(z) 连续 . 由 引 理 7.2.1 知道 (X?, @7) 和 (XY, $7 ) 拓扑 等 价 . 
一 方面 了 = $BY, 则 h(8B7) =h(T) > 0 (见习 题 ). 另 一 方面 , 对 任意 非 
原子 的 测度 ye E(T), 有 


五 (7) > / n4.3"du > n4.: 3°(F,) >n, vneN. 
i 


故 及 (7) = oo. 根据 推论 7.2.1 知 5A 是 $7 的 唯一 遍历 测度 . 由 引 理 
7.2.2 知 h(®7) = 0. 

当 一 个 流 具有 稠密 的 轨道 时 称 之 为 拓扑 意义 下 紊乱 的 流 (关于 率 
乱 的 概念 还 有 若干 个 不 完全 等 价 的 定义 , 不 再 叙述 ). 因 了 工 :X 一 X 拥 
有 稠密 轨道 易 知 上 面 定 义 的 B87 拥有 稠密 的 轨道 , 因而 BY 是 一 个 拓 
扑 意义 下 紊乱 的 流 , 由 于 &7 的 遍历 测度 仅 包含 不 动 点 支撑 的 原子 测 
度 , 统计 学 上 它 是 平凡 的 . 从 86.6 中 我 们 已 经 看 到 拓扑 紊乱 且 统 计 平 
凡 的 离散 动力 系统 的 例子 . 本 节 的 BY 则 是 拓扑 紊乱 且 统 计 平凡 的 连 
续 流 的 例子 . 
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本 节 我 们 介绍 Sun-Vargas 给 出 的 流 的 炳 定义 ( 见 参考 文献 [16]). 
它 用 连续 流 本 身 , 而 不 是 它 的 时 间 1 同 胚 , 来 定义 流 的 粹 , 并 在 定义 中 
考虑 了 时 间 的 参数 化 . 设 (X,d) 表示 紧 致 度量 空间 , $ :Xx 民 一 XX 是 
连续 流 . 用 7 表示 包含 原点 0 的 闭 区 间 . 称 连续 函数 a :了 一 RR 为 一 
个 重新 参数 化 , 如 果 a 是 单调 增 的 , 并 满足 a(0) = 0. 用 Rep7 表示 了 
上 定义 的 所 有 重新 参数 化 所 成 的 集合 . 对 ze X.te R+,e > 0, 令 


B(z,t,e,9$)= {yeX| 存 在 aeRep[0.4]， 使 得 d(86(sy7, $y)<e.0<s<t}. 
称 B(x,t,e,0) 是 以 为 心 的 (ts,9g) 球 . 
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定义 7.3.1 设 (X,d) 为 紧 致 度量 空间 , $ : X x R 一 是 连续 
流 . 给 定 jE Mergs, 0 <5<1, 用 NN(6,t,e,9) 表示 覆盖 jp 测度 大 于 
1 一 6 的 一 个 Borel 可 测 集 所 需 用 的 (t,e,9) 球 的 最 小 个 数 , 即 


NG6e 骨 一 min | 人 | 是 由 有 限 多 个 (< 风 球 所 形成 的 集合 类 


满足 cf 人 U Blntied)) >1-6}. 


Bl(z,t,e,9)EE 
定义 5 关于 的 测度 粹 为 
el9) = lim limy lim sup ; In N(6,t,e, 0), 


9 的 拓扑 炳 为 
el$)= sup ep($). 


LEMerg,e 
注 ”定义 中 我 们 用 e,(9),e(9) 表示 流 的 测度 米 和 拓扑 焕 , 以 此 跟 
用 时 间 1 同 胚 所 给 出 的 类 似 概 念 h,(6),h(6) 相 区 别 . 我 们 将 证 明 , 当 
流 不 具有 不 动 点 时 , 两 种 定义 是 等 价 的 . 
定理 7.3.1 设 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 连续 流 $ 保持 一 个 遍历 
测度 jp, 即 Ke Mero,o(7), 则 
en(g) < 让 各 (en vr € R\ {0}. 


|r 
特别 地 ， 
en(g) < hy (91). 
证 明 ”我 们 考虑 三 种 情形 . 
情形 1 考虑 7 > 0 并 令 t=n7, 这 里 n>0 是 整数 . 


对 于 ve > 0, 取 7 > 0, 使 得 d(z,y) < 7 意味 着 d(9s2,9sy) < 
El0< s 和 7T. 对 于 zeX, 令 


D(z,tbcg)={yEXld(gsz,gsy) <s 0< s gt), 


D(z,n,n,07) = {y € Xldbirz, $iry) < 7, i=0,1,.…,n— 1}, 
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D(z,n,n,97) CD(z,nr,e,g) C B(x, nT, e, $). 


RGB mmer) -min [的 | 由 有 限 多 个 (zn,n6,) 组 成 


满足 4 U Bamm0r) ) >1 -中 
万 (z,nim,gr) 
则 N(6,n7,e, 9) < N(6,n,n, 97). 
选取 X 的 一 个 有 限 可 测 分 解 6 使 其 元 素 直径 最 大 的 不 超过 2， 
则 分 解 
E_n=€VOT EV VG" HE 
中 的 每 个 元 素 都 在 某 个 万 (z,mm, or) 中. 对 meN, 7 > 0, 令 


Any ={zeXlzeCn(z),Cn(z)eE whCn(z)) > ev(er'6+7)]}， 


多 一 1 
这 里 用 Cn(z) 记分 解 V 97'& 中 包含 z 的 那个 元 素 . 由 第 4 章 的 


i=0 


Shannon-McMillan-Breiman 定理 可 以 得 知 , 对 jw-a.e.z € XX， 极限 
Jim 二 Inn(Cn(z) 存在 因 是 6 的 不 变 测度 , 则 此 极限 沿 的 轨道 


不 变 再 由 是 4 的 遍历 测度 , 则 im 二 Imp(Cn(?) 是 常数 ，jrae 
仿照 Shannon-McMillan-Breiman 定理 中 推论 的 证 明知 ， 这 个 常数 就 是 
分 解 的 测度 焙 h,(67,&). 于 是 , 对 每 个 Y > 0, 有 jim H(Any) = 1. 
因此 , 当 n 充分 大 的 时 候 , 有 J(Any) > 1 一 5. 集合 An,y 包含 至 多 
enhu(9m8)+7) 个 上 E_n 中 的 元 素 . 注意 到 £_， 中 的 每 个 元 素 都 能 被 某 个 
(n,n,97) 球 覆盖 , 则 用 e™hx(67.5)17) 多 个 (n,n,97) 球 即 可 以 履 盖 44 测 
度 大 于 1 - 5 的 可 测 集 4，.y, 这 里 我 们 不 妨 把 e*(%(9".6)+7) 看 做 整数 
处 理 . 这 样 有 
N(6,n,n, 87) < en(hu (Gr.6)+7). 
现在 我 们 已 经 得 到 


N(6.nT,e,0) < N(6n,n, Gr) < er(b7 1 y>0. 
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注意 到 这 不 等 式 对 任何 0 < 6 < 1 都 成 立 , 于 是 


en(9) = lm lim limsup 二 NG n7,n:.9) < Th,( (gr 本 二 这 = 


n—00 


由 ?> 的 任意 性 及 & 的 取 法 , 有 e,(9$) < hy(97). 

情形 2 ”考虑 7 > 0,t> 0. 

取 自然 数 nt > 0, 使 得 nr < t < (nt + 1)r. 由 定义 可 知 N(6,t 
e,9) < N(6, (nt 二 1)7,e,9), 因而 


lim timsup In N(6,t,e, 9) 
e 一 


< lim lim sup — In N(56, (nt + 1)7,e, 9$) 


t 一 oo Wi 


= lim limsu 一 -一 一 一 
bh 二 


ed Lh, (67), 


ln N(6, (nz + 1)7,e, 9) 


1 
en(0) < =hulr). 


情形 3 ”考虑 7 <0,t>0. 
此 时 -r > 0, 因而 依 情形 2 得 到 


ol0) < Lhs(6-7) = Lhy(6r) = 站 各 (br 0 


mr I 
下 面 的 引 理 说 明 , 如 果 一 个 流 $ 没有 不 动 点 , 则 在 (t,e,9) 球 所 能 
允许 的 对 时 间 的 重新 参数 化 函数 a(s) 是 有 限制 的 , 即 a(s) 被 一 次 究 
函数 从 上 方 控制 : |a(s)| < Cs, 这 里 C > 0 是 一 个 常数 . 
引 理 7.3.1 设 9 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 连续 流 , 没有 不 动 
点 , 7 是 一 个 包含 0 的 区 间 , 则 对 任意 给 定 的 s; > 0, 存在 s > 0, 满足 
结论 : 对 于 z,y Ee X 和 ae Rep1, 如 果 有 d($o(s)(7),9s(y)) <e,s El 
那么 此 重新 参数 化 函数 a 满足 


la(s) -中 < 向 ee 


elsl, |s|>1. 
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证 明 ”不 失 一 般 性 只 对 s > 0 证 明 . 取 Tb > 0 满足 下 列 条 件 : 对 
任 给 的 0< 和 < To, 存在 7 > 0, 使 得 当 z,y e X 满足 dtz,y) < 7 时 ， 
d(gz,y) > 7.. 这 样 的 T 一 定 存 在 (习题 1). 不 妨 设 sl < To 并 把 它 
看 做 和 , 把 相应 的 常数 7 计 成 5'. 再 取 0 < < < 5 满足 : 


dz,y) <e => d(9s7,9sYy) <9，0< 和 sx<2. 


以 下 验证 这 样 取 的 = 即 为 所 求 . 
设 
d(gatsjz,gsy) <e, 0gsg?2, 
见 
dga(s)-sgsz,gsy) <E, Ogs<g2. 
由 习题 1, 有 
la(s)—s|<e1,0< s «2. 
再 设 
d(bal(s)T, bsYy) < 2<s<4. 
记 尽 =s 一 2, 有 
d(Gatut2)T Gubay) <e, OS<usg2. 
记 
7(%) = a(u +2) 一 a(2)， 
有 


db-ubupal2)T, pub2y) < =， Og<us2. 
注意 到 d(8a(2)(z), 92(y)) < es, 进而 


d(pupa(2)T, Pup2y) <6, 0g<usg?, 
再 由 4' 的 选取 , 我 们 得 到 
Hu) -ul<a, Og<usg?2, 


即 
lalu+2)—a(2)—(u+2)+2l<a, 0g<usg2. 
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这 给 出 
la(s)—s|<2a, 2<s<4. 
归纳 地 可 证 明 
la(s)—s|<nel, 2n-2<s<2n, n=2,3,4,.…. 
由 此 , 容易 得 到 所 要 结论 . 口 


定理 7.3.2 ” 设 4 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 流 , 没有 不 动 点 , 并 
设 % 保持 一 个 遍历 测度 /4 
en($) > 襄 [和 


证 明 ”考虑 X 上 的 一 个 有 限 可 测 分 解 € = {4 ,44 
满足 : 

(i) A1,.…， Am 是 互 不 相交 的 紧 至 集合 ; 

(i) Am+1 = X\ hi 

断言 ”对 任意 + > 0, 有 


($7), vr eR\{0}. 


证 明 ”为 了 证 明 断 言 , 取 工 满足 一 一 抑 Tm6<r. 下 面 分 三 种 情形 
证 明 断 言 . 
情形 1 设 7>0,t=nLr7, 这 里 nn 为 正 整数 . 
nl 
用 4%(z) 记分 解 V 971E 中 包含 x 的 那个 元 素 . 由 Shonnon- 
i=0 


McMillan-Breiman 定理 , 对 于 jy-a.e. ze XX, 极限 lim LIn 4(An(z)) 
一 oo 


存在 , 且 等 于 h,(&,9L7)( 见 习题 ). 
取 b>0 并 定义 


n—l 
Ano(€) = { € V orié 


i=0 


4(A) < | 


令 4us(5) = 【4, 则 当 关 充分 大 时 , nl4ns(6)) > 25 对 某 个 5 > 0 


AEAnn(E) 
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成 立 . 
设 m0 = min{d(z,y)| ze Ahi,y € 4j,1 < i 关 j < m}， 对 给 定 
7 € (0, m0), 我 们 选择 9 > 0, 使 得 


d(g。(z),z) < 3 vz€ X, |s| < 60. 


如 引 理 7.3.1, 取 相 应 于 ci = 的 ee (03). 记 N = N(6,t,e, 9), 
考虑 N 个 (t,e,9) 球 B(z1,t,e,9),…,B(zn,t,e,9), 使 得 这 些 球 的 并 
的 /测度 大 于 1 -65. 于 是 


N 
(hg NU Batted)) > 


j=1 


现在 我 们 证 明 , 对 每 个 7 = 1,2,…,N，Ans(é) 中 最 多 有 6" 个 
元 素 和 B(z;,t,e,9) 有 非 空 交集 ， 事 实 上 , 若 z e 4m Bl(z;,t,e,), 


n—l 
A e 95i&, 则 存在 a e Rep[0,4], 使 得 
i=0 
d(ba(s)Ti bst) <e, Og<sgt. 
记 =s 一 s1,7(w)=a(s) -a(s1), 则 Ye Rep[-s1,t 一 s1], 满足 


dpy(w bals)Ti BubsiT) <e, 一 s1 Sugt—s. 


1 引 理 7.3.1 知道 ,yw) 一 | < elul = 二- 加 取 丸 = s2 -si 其 中 


s2 一 51| < L7, 则 有 |(a(s1) 一 s1) 一 (a(s2) - s2)| < 本 
考虑 如 下 数列 : 


Su = { 宅 5 和 外 ， 天 一 0.1 一 1， 


n—l 

其 中 [z] 表示 小 于 或 等 于 > 的 最 大 整数 . 若 对 另外 的 A e V tiit ( 即 
i=0 

和 4 六 A), 存在 ye 4n B(zj,t,e,9), 则 我 们 可 以 取 8 e Rep[0,4], 使 得 
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d(gezhgag) < e0<s 和 t 类 似 地 可 定义 数列 36. 若 数列 Sa 和 Sg 
相同 , 则 对 任意 ss [0, 相 ,有 
lg-eol<leo-9-C( 仁 四- 芭 回 
+|e( 志 内- 攻 加 -全 的 -区 网 
| 


re- G(r) 


从 9 的 选取 知道 , 对 于 所 有 的 s e [0,4], 有 d(yatozhigptozj) < 了 因 
此 对 所 有 的 0< s <t, 有 


dgsz7,gsy) < dgsz， da(s)Z7) 十 d(ba(s)Ti, $B(s)Ti) + d(psy, $a(s)Ti) 


<etIte<n. 


特别 地 , d(8%,z,9%79y) < i=0,1,…,n 一 1. 对 Ano(&) 中 的 一 个 4， 
存在 io,i1,…,in-1 € {1,2,…,m 十 1}, 使 得 
A= AiN Gil(As) Ne NG Ai,). 


注意 到 m 的 选取 , 对 给 定数 列 5。, 则 至 多 存在 2" 种 4 的 选择 , 使 得 
ANB(z;,t,e, 9$) #2. 

现在 注意 到 S。 的 第 一 项 是 0, 且 S。 的 相 邻 两 项 之 差 是 整数 , 而 
这 整数 至 多 是 1， 由 此 看 来 , 最 多 存在 3"-:! 个 不 同 的 数列 5。. 故 对 
每 个 j=1,2,…,NN, 至 多 有 6" 个 Ans(&) 中 的 元 素 与 B(zj,t,e,9) 有 


N 
非 空 交集 , 进而 可 知 最 多 有 N6" 个 Ans(é) 中 的 元 素 与 【] B(zj,t,e,$) 
j=1 
有 非 空 交集 . 再 注意 到 


N 
CN nU eeoeeg >5 
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以 及 对 每 个 Aws(€) 中 的 4 有 


N 
“(4 nN U Bl(zj,t,e, 9 < en(hn(gzr) 一 虽 ， 


pa 
我 们 得 到 , 至 少 有 Ans(&) 中 的 be"(*(957,6)-5) 个 元 素 和 UB e,9) 
有 非 宅 交 集 . 于 是 加 
GnN(6,t,e, 6) > en(u(eer)- 昌 ， 
故 由 炳 定义 及 L,7.7 的 选取 , 有 
Zou(gr,6 < eG) +r. 


情形 2 ”考虑 7 > 0,t > 0 的 情形 . 
取 mi e Z+, 使 得 mLr 和 t< (ni+1)L7T. 由 定义 易 知 NN(6,t,e,$) 之 
N(6,neLT,e,9). 于 是 我 们 可 以 得 到 


Nh 1 
eu($)+r7= imp ymNG tN 十 7 


> lim lim sup InN(6,nLr7,s,$) 十 了 
e 


1 
一 0 too (nt 十 1)ZT 


Se 1 
去 lm lim sup 二 InN(6,niLr7,e,$)+r7 


t 一 oo 
> 二 人 br, 
情形 3 ”现在 考虑 7 < 0,t > 0. 
一 7 > 0, 类 似 于 情形 2 的 讨论 有 


1 1 1 
en($) > 一 7Fhr(g-r) 一 一 hr(gr) = : 


hr (97). 


本 节 介 绍 的 流 的 粹 的 定义 关注 流 本 身 , 而 不 是 像 通 常 定义 那样 (如 
定义 7.2.1) 只 关注 流 的 时 间 1 离散 采样 . 本 节 的 定义 中 还 考虑 了 时 间 
参数 化 . 这 个 定义 在 无 不 动 点 流 的 情形 和 用 时 间 1 映射 给 的 定义 是 吻 
合 的 . 那么 , 本 节 给 的 焙 定 义 对 具有 不 动 点 流 的 情形 和 时 间 1 映射 定 
义 的 烂 有 怎样 的 差别 呢 ? 它 在 哪 类 具有 不 动 点 的 流 中 可 作为 等 价 流 的 
怎样 程度 的 不 变量 ? 这 些 问题 都 有 待 探讨 . 
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87.4 习 题 


1. 设 (X,9) 为 紧 致 度量 空间 上 的 连续 流 , 没有 不 动 点 . 证 明 : 存在 Th > 0， 
满足 下 列 条 件 : 对 任 给 的 0 < 入 < Tb ,存在 y > 0, 使 得 当 z,y € X 满足 
d(z,y) <7 时 , d($s7,y) > 7. 

2. 给 定 紧 致 度量 空间 X 上 的 一 个 流 $, 给 定 geE X,teERt 及 e >0. 记 
一 个 (t,e,9) 球 为 

Dl(gq,t,e,$) = {weE XldGbsw, Gsq) <e0< st 
给 定 6€ (0,1) 和 jE Mero,o, 记 R(6,t,e,9) 为 覆盖 一 个 测度 大 于 1 一 6 的 集 
合 所 需要 的 (t,e,9) 球 的 最 少 个 数 . $ 的 测度 灶 hi,(6) 定义 为 
h,(9$) = lm limsup } ln R(6,t,e, 9). 
证 明 : hu($) 与 6 的 选取 无 关 且 h,(98) = hs(91). (提示 : 参照 Katok 就 离散 系 
统 给 出 的 炉 定 义 .) 
3. 设 办 峭 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 等 价 的 连续 流 , 没有 不 动 点 . 证 明 : 
h($)=0<=> hy)=0 h(9)= oo hp) = oo. 
4. 设 jE Merg,s,& 为 有 限 分 解 . 取 定 r > 0. 证 明 : 
hadi) = 一 im Finp(Cn(®), 人 aea， 


n—l 
其 中 Cn(z) 为 V 97'& 中 包含 > 的 元 素 . 


i=0 

5. (i) 对 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 流 6 : X x RR 一 X 如 下 刻画 其 可 扩 性 
是 否 合理 ? 请 说 明理 由 : 存在 e > 0, 使 当 z 关 y 时 有 d(9$(z,t), 9(y,t)) > e， 
teR. 

(it 试 给 出 流 的 可 扩 性 的 一 个 合理 定义 . 

( 诈 ) 就 给 定 的 可 扩 性 定义 证 明 : 当 两 个 流 等 价 时 , 一 个 是 可 扩 流 则 另 一 个 也 
是 . 

6. 设 工 : X 一 X 是 紧 致 度量 空间 上 的 同 胚 , r : X 一 R, r(z) = 1 是 常 函 
数 1. 用 (X", 9) 表示 (X,T) 经 7 做 成 的 扭转 流 . 证 明 : h(T) = h($) = h(91). 

7. 构造 一 个 无 周期 点 的 流 , 使 具有 0 拓扑 米 ，( 提 示 : 有 多 种 方法 和 例子 ， 
比如 取 圆周 的 无 理 旋转 的 扭 扩 流 .) 

8. 构造 一 个 无 周期 点 的 流 , 使 具有 正 拓扑 粹 . (提示 : 有 多 种 方法 和 例子 , 比 
如 取 贺 周 的 无 理 旋转 和 符号 系统 的 乘积 之 后 再 做 扭 扩 流 .) 
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本 章 我 们 总 设 定 了: X 一 X 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 . 
C(X) 为 X 上 所 有 连续 实 值 函数 就 上 确 界 模 形成 的 Banach 空间 . 
本 章 介绍 的 拓扑 压 是 一 个 联系 着 C(X) 的 结构 的 映射 


P(T,.) :C(X) =» RU {00}. 


如 果 fe C(X) 取 0 函数 , 则 这 个 映射 给 出 拓扑 系统 (X,T) 的 拓扑 焙 ， 
即 P(7T,0) = h(T). 从 这 个 意义 上 讲 , 拓扑 压 是 拓扑 焙 的 推广 ,类似 于 
拓扑 箭 和 测度 箭 的 变 分 原理 , 本 章 就 拓扑 压 , 测度 米 和 测度 积分 也 建立 
变 分 原理 , 进而 讨论 类 似 于 最 大 粹 测度 概念 的 所 谓 平衡 态 测度 . 拓扑 压 
理论 运用 了 数学 统计 力学 的 思路 并 对 一 些 领 域 有 重要 应 用 . 


8$8.1 拓扑 压 的 定义 


拓扑 压 可 以 用 生成 集 和 分 离 集 给 出 定义 , 也 可 以 用 开 和 覆盖 给 出 . 我 
们 将 证 明 这 些 定义 是 等 价 的 . 考虑 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 连续 映射 


T:X 一 X. 对 feC(X),zeXX 和 neN, 记 5,f( = De) 
拓扑 压 定义 中 的 对 数 指 自 然 对 数 . 
8.1.1 用 生成 集 和 分 离 集 给 出 的 拓扑 压 定义 

定义 8.1.1 对 feC(X),n>1 和 ee>0, 记 


Qn(T, f,e) = inf 伍 {Snf)(r) 


EP 


下 是 (X,T) 的 (n,e) 生成) 
Q(T, fe) = limsup InQn(T,f,e), P(T,f)= lim Q(T, As 


称 
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P(T,.):C(X) — RU {%}, 
fo P(T,7), 
为 了 的 拓扑 压 . 
注 ”我 们 指出 定义 的 合理 性 . 因 
0< Qn(T, f,e) < eS"f || ri(e, X)< co 
所 以 
0< Q(T,f,e) <| f+r(e, X) < o0. 

再 注意 到 el < e2 意味 着 Q(T,f,e1) > Q(T,f,e2), 故 极限 P(T,f) 存 
在 (允许 是 十 oo). 

定义 8.1.2 对 feC(X),n>1 和 se>0, 记 

Pa(T, f,e) = sup [5 etS1)G)| 已 是 (X,T) 的 (n,e) 人 全 ) 


ZE 已 


P(T, f,e)= limsup InP,(T, f,e), P(T,f)= lm PT, f,e). 


称 
P(T,.):C(X) — RU {0%)}, 
fo P(T,7), 

为 了 的 拓扑 压 . 

之 所 以 用 定义 8.1.1 中 的 符号 P(T, 了 ) 来 记 lim P(T, f,e), 是 因为 
这 极限 和 lim Q(T, f,e) 相同 (这 也 就 给 出 了 定义 8 1.2 的 合理 性 ), 见 
下 面 的 命 感 证 明 . 

命题 8.1.1 


P(T 用 到 en In Qn(T, f,e) 


= = lim limsup = ln P,(T, f,e). 
0 no0 


证 明 设 已 为 X 那样 的 (n,e) 分 离 集 , 使 得 添加 任何 点 都 不 再 
是 (n,e) 分 离 集 了 , 则 EE 必 为 X 的 一 个 (n,e) 生成 集 . 故 


Qn(T, f,e) < Pn(T, f,e). 
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取 5 > 0, 满足 


ds) < 3 He) FW) < Veyex. 


下 面 证 明 Pa < eviQ, (17) 


设 互 为 (n,e) 分 离 集 , 三 为 (ns) 生成 集 . 构造 映射 6: 书记 
使 得 对 ze E 取 gz) e 满足 


€ 


d(T’z, T°9(7)) < < i=0,1,.…,n—1. 
易 见 % 是 单 射 . 于 是 
>», es"f(y) > > eSnf(y) 
yeF yEDECF 
三 > @Snf (br)-Snf(r) . eSnf(z) 
ZE 已 


> mipes" /7) -51 . 5 esn/(®) 


ZE 已 
> er 5 esnfl), 


rE€EE 
这 里 我 们 用 到 了 
ISnf ($x) — Snf(z)| > -三 |F(T'dgz) — f(Tiz)| > 一 n6. 
由 五, 忆 的 任意 性 , 则 
BT, pe) < erQs (7,1$). 
于 是 有 


lim limsup 2 im Qn(T, f,e)> lm limsup = ln P,(T, As) 一 06. 


当 e 一 0 时 ,有 5 一 0, 故 


1 1 
lim lim sup ~ ln Qn(T, /=) > lim limsup ~ ln P,(T., f,e). 
E 一 0 nec N < 一 0 mn 一 co N 
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8.1.2 ”拓扑 压 的 开 覆 盖 定义 
设 fe C(X), a 为 X 的 开 覆 盖 , 又 设 n>1l1 和 a>0. 记 


ml om inf esSnf(z)|6 为 V 和 im 了 
B 


=0 


8 为 VT-ia WT 


i=0 


pn(T, f,a) ba 全 


BeB”™ 
则 


qn(T, f,0) < pn(T, f, a), qn(T,0,0) = pn(T,0,a) = x(V TS ) 


且 
a<7y = qn(T, fa) < qn(T,f,7). 
命题 8.1.2 对 feC(X) 和 X 的 开 和 覆盖 a, 有 
lim, 2 Inpn(7, f,0) ek inf 2 Inpn(T,f, a). 
证 阴 2 an = Inpn(T, f,a). 只 要 能 证 on+k < an + ak, 就 会 有 
lim 和 = =inf 空 . 于 是 我 们 只 证 明 


mm 一 oo Nn 


f,0) < pn(T, fo) pk(T, f,o). 


n-l 大 一 1 
设 6 为 V Tria 的 一 个 有 限 子 覆 盖 , 7 为 V T-ia 的 一 个 有 限 


i=0 i=0 
n+k—l1 
子 覆 盖 , 则 8vVT-"y 为 VY/ 7-ia 的 一 个 有 限 子 覆 盖 . 因此 
i=0 


sup eS"+*f(z) 


De6bvT-n"y zeD 
= 5 sopesoy .esf(r"s) 
DeBvT-ny®ED 
< supe/®). 5 supesr/(T"s) 
BEeB TEB CeT-nyTEC 
= 5 supes"f() . 5 sup esrf(), 
BepreB CenzeC 
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进而 


Pn+k(T, f,0) < pn(T, f,a) pkT f,o). 
命题 8.1.3 给 定 fe C(X) 和 6 > 0. 若 开 覆盖 a 满足 


d(z,y) < diama 一 |f(z) — f(yY)| < 6, Vr,y € X, 


则 pn(T, f,0) < eqn(T, f,o). 
注 ” 题 设 条 件 总 可 以 通过 取 小 直径 的 开 覆 盖 得 到 满足 . 


n-—l 
证 明 设 Be V Ta, 且 zo,yo € B, 满足 
0 
sup essy(z) — esftzo)，inf essj(z) = eSnf(yo), 
zEB zEB 
则 


sup eSny(z) ~ eSnf(z0) 
rEB 
一 @Snf(z0)—Sn f(yo) . eSnf(yo) 


= eL(zo)-f(lyo)]+…+[f(T" zo0) -f(T" yo] . inf eSnf(z) 
ZE 已 


< es . inf eS"7(z)， 
zr€B 


进而 有 pn(T, f,Q) < e™gn(T, fa). 
定义 8.1.3 了 的 拓 朴 压 定义 为 


Pn) = him | { Jlim, Lapa(T, fo) 


diama < #6 | 


= lim [up { lim sup 和 Ingn(T, f,a)| diama < 引 
5 一 0 a mn 一 co N 
注 ”我 们 指出 定义 8.1.3 的 合理 性 . 由 命题 8.1.2 可 以 知道 , 极限 
‘lim, LInpa(T, f,a) 存在 . 注意 到 命题 8.1.2 的 论证 对 gn(T, f,a) 并 
不 成 立 ,因此 使 用 上 极限 limsup 2 Ingn(T,f,0). 由 于 gn(T,f,a) < 


pn(T, f,a) 和 命题 8.1.3, 定义 8.1.3 式 子 中 的 第 二 个 等 号 成 立 , 而 第 
一 个 等 号 (P(X,T) 等 于 极限 式 ) 则 是 基于 命题 8.1.3 和 后 面 的 命题 
8.1.4. 
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8.1.3 ”定义 的 等 价 性 讨论 
命题 8.1.4 (i) 设 a 为 X 的 开 覆 盖 , 具有 Lebesgue 数 5 > 0, 则 


6 
oT fo) < Qn (Th 2) <B (£42); 
(i) 设 e > 0, a 为 开 覆 盖 , 满足 diama < <, 则 
Qn(T, f,e) < Pn(T, f,e) < pn(T, f,o). 


证 明 (i) 设 为 (X,T) 的 (m3) 生成 集 , 则 


X= Mrs (rs 让 


rEF i=0 


由 于 忆 (rs 引 包含 在 a 的 某 个 元 素 中 , 所 以 门 7-iB (2 引 包 


i=0 
n-l 
含 在 V 7-ia 的 某 个 元 素 中 . 由 入 -ia 中 所 有 含有 
i=0 i=0 


n—l 


SS i 
NT a (rms), vreF 
的 元 素 组 成 子 开 覆 盖 y, 于 是 有 

jn(T, f, a) < in eSnf(z) < 》 


ZE 已 


进而 由 严 的 任意 性 有 wz Po < gu (并 3) 


n—l 
(ti 设 已 为 (n,e) 分 离 集 , 则 YT-ia 中 的 每 个 元 素 至 多 含有 已 


i=0 
中 一 个 点 . 于 是 
和 es < pa(T, fo). 


ZE 已 


故 Pa(T, fe) spn(T 记 中 . 
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定理 8.1.1 设 了 :Xi 一 X 为 紧 致 度量 空间 上 的 连续 映射 , f € 
C(X), 则 定义 8.1.1, 定义 8.1.2 和 定义 8.1.3 相互 等 价 . 
证 明 ”已 经 知道 定义 8.1.1 和 定义 8.1.2 是 等 价 的 了 , 只 要 再 证 明 
它们 和 定义 8.1.3 等 价 即 可 . 
设 6 > 0, a 为 开 覆 盖 , 满足 diama < 6, 则 由 命题 8.1.4 中 的 (让 
有 
Pn(T, f,6) < pn(T, f, a0). 


再 注意 到 命题 8.1.2, 有 


PTL.5) < lim, Linpa(T, ,0) 
im, 


< sup{ lim L Inpn(T, f,a)ldiama < 相 
a ln-oon 


T 


所 以 由 定义 8.1.2 给 出 的 拓扑 压 P(T, f) = lim P(T, 1,0) 小 于 或 等 于 


lim 1{ lim 业 lnpn(T, f,a)ldiama < | 
a [lnmoon 


另 一 方面 , 设 a 为 X 的 开 覆 盖 , 具有 Lebesgue 数 5 > 0. 由 命题 
8.1.4 中 的 (i) 有 


qn(T, fra) < P, (7, 家 引 
令 To = sup{|f(z) 一 f(W)| | d(z,y) < diama,z,y EX}, 由 命题 8.1.3 有 
pn(T, ja) 和 en .qn(T, jal) 和 er PP (7. f, 让 
再 由 命题 8.1.2 有 
Jam Flnpa(T, fo) < n+ limsup LnP, 人 几 5) . 


注意 到 diama 一 0 时 , 7。 一 0, 于 是 由 定义 8.1.2 给 出 的 拓扑 压 P(T, 了 ) 
大 于 或 等 于 


lim | lim 1 inp,(T, f.a)ldiama < 中 
00| a ln-~n 
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定理 得 证 . 口 
我 们 给 出 拓扑 压 的 更 多 的 等 价 定义 , 其 等 价 性 的 证 明 留 为 作业 习 


定理 8.1.2 设 工 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 上 的 连续 映射 , f € 
C(X), 则 下 列 两 个 表述 给 出 的 都 是 拓扑 压 P(T, 了 ): 

四 im, | am impn(T fan)|, 其 中 ox 是 X 的 开 砚 益 满足 
diamaxk 一 0; 

(i) uim [imsup } nan(, /eu 其 中 ak 是 X 的 开 覆 盖 , 满足 


diamak 一 0. 
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8.2.1 ”拓扑 压 的 几 个 性 质 


定理 8.2.1 设 X 为 紧 致 度量 空间 , 了 : X 一 X 是 连续 映射 , 又 
设 Fe C(X). 

(i) 车 >0 是 整数 , 则 P(T*, Skf) = kP(T, 了 ); 

(ii 若 了 是 同 胚 , 则 P(T71,f) = P(T, 用. 

证 明 (i) 的 (nk,e) 生成 集 一 定 是 7T* 的 (n,e) 生成 集 . 于 是 


Qn(T™, Skf,e) = by nhl) 


rEF 


< inf { > eSnkyf(z) 


rEF 


= Qnx(T, f, 2), 


五 是 T* 的 (n,e) 生成 和 | 


下 是 TT 的 (nk,e) 各， 


进而 
P(T*, Skf) = lim lim sup A Qn(T™, Skf,e) 
< 一 0 mn 一 oo Nn 


1 
< klim limsup i In Qnx(T, f,e) 
=kP(T, f). 
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反之 , 对 ve > 0, 取 5 > 0, 使 得 
iT 
dz,y) < 本 tne dt I,T'y)<e. Vry EX 


设 下 为 T* 的 (n,6) 生成 集 , 则 FF 为 工 的 (nk,e) 生成 集 . 故 Q， 
(T*,Skf,6) > Qnk(T,f,e), 进而 有 P(T*, Sf) > kP(T,f). 

(ij) 因 T: X 一 X 是 同 胚 , 则 万 为 了 的 (n,e) 分 离 集 < 7T"-1E 
为 了 -1 的 (n,e) 分 离 集 . 又 有 


> eS"f(z) 一 > ef (z) +H(Tz)++f (Tz) 


rEE ZE 已 
宇 > ef(T mT VY) + TY)+fY). 
yeET™-1E 
故 PP.(T,f,e) = P.(T-1,f,e), 进而 有 P(T,f) = PIT- 用 口 


定理 8.2.2 ” 设 人 下 :和 一 Ai(i=12) 是 紧 致 度量 空间 (Xi di) 
上 的 连续 满 映 射 , p : Xi 一 X2 是 连续 满 映 射 满 足 5o TI = Tso 9, 亦 
即 下 列 交换 图 : 


T 
XI 一 一 Xl 


4| | 
X2 一 一 X2 


则 
P(T2,f) < P(Ti,f 09), vf EC(X2,R). 


如 果 6 : X1 一 Xo 是 同 胚 , 则 有 
P(T2,f) = P(T,f 00), vf eC(Xz,R). 
证 明 ”对 任意 给 定 的 。 > 0, 取 5 > 0, 使 得 
di(2,y) < 6 => da($(7), 6(W)) <e, Vry EX 


车 下 为 (Xi 五 ) 的 (n,6) 生成 集 , 则 pF 为 (Xz,T2) 的 (n,e) 生成 集 . 
注意 到 #F > #(@F), 我 们 有 
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> ef(ez)+f(eTiz)+…+FCOTT 1z) 


rEF 
> > ef WD HOT) + +I (TE 19) 


yEGF 


> Qn(T2, f,e). 


所 以 Qn (Ti, fo9,6) > Qn(T2,f,e), 进而 有 P(Ti,f 09) > P(T, 了). 
当 w 是 同 胚 时 也 可 证 明 P(Ti, fo0) < PDT, 用， 进而 等 式 成 立 . 


8.2.2 ”拓扑 压 的 变 分 原理 
引 理 8.2.1 ” 设 a1,…,ak 是 给 定 的 一 组 实数 ， 如果 p; > 0 且 


k 
jp:=4 则 
i=1 


和 大 
Dpilai—Inpi) < In (>) ， 


et i=1 
而 等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 为 
= es ， =1,2,...,k. 


>” 
i=1 


[3 | 
证 明 设 M = 》 oo， 在 合 古 31.1 中 令 wu = mn = 2 
j=1 


M 


大 
了 ai =1. 回顾 在 命题 3.1.1 中 的 函数 $(z) = zlnz(z > 0), 则 
i=1 


31 
大 
和 由 piM 
人 a Zr pi(Inpi + InM — ai) 


大 
= Dpi(lnpi — 0i)+InM, 


大 
te (>). 其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 ri = 
A i=1 
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2 M 


不 依赖 于 i 的 选取 , 即 p; = 2 i -大 
”下面 的 定理 是 关于 拓扑 压 的 变 分 原理 它 是 关于 拓扑 炳 的 变 分 原 
理 (定理 6.4.1) 的 推广 , 其 证 明 也 沿用 了 那里 的 部 分 思路 . 

定理 8.2.3 设 了 :X 一 X 为 紧 致 度量 空间 (X,d) 上 的 连续 映 
射 , fe C(X), 则 
P(T,f)= sup 必 D+r fsa}. 


LEMI(X,T) 


证 明 步骤 1 设 je M(X,T), 证 明 mT)+ f tan < P(T, 7). 
设 = {41,…,Ak} 为 (X,B(X)) 的 有 限 分 解 . 给 定 a > 0, 取 
< > 0, 使 得 es < FE / 正则 , 可 选择 紧 子 集 B; C Ai, 使 得 
L(Ai\ Bi) < si= 1,2,…,k. 构造 一 个 分 解 


大 
n= {Bo,Bi,…, Br}, Bo=X\()B:. 


i=1 


如 同 拓扑 焙 的 变 分 原理 , 可 证 HH,(€jn) < (klInk)e <a. 令 
b= min d(Bi,B;) > 


Re 
取 0<5< 2 使 得 

dlz,y) <5 一 |f(z)— f(y)| <e, VryeX. 
取 已 为 (X,T) 的 那样 的 (n, 5) 分 离 集 , 使 得 添加 任何 点 就 不 再 是 
(m0 分离 集 了 则 互 为 (X,7) 的 on 生成 集 对 Ce VT- 记 


i=0 


a(C) = supfSnjf(zjlze C}, 则 根据 引 理 8.2.1 有 


n—l 
H, (V 7 机 /star 
i=0 


=- 》 poOmxc)+ > [suan 
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< > MACJe(C) — Inu(O)] 


n-l 
对 每 个 Ce YT-in, 选取 ze CO, 使 得 (Saf)(z) = a(C). 因 EE 是 
i=0 


(m,6) 生成 集 , 故 存在 y(C) e EE, 使 得 


d(Tiz, Tiy(C)) <6, i=0,1,..…,n—1. 


a(C) = Snf(z) 
= Snf(y oN + (Tz) — f(T'y(C))] 


< Snf(y(C)) je 


由 于 的 选取 以 5 < 2 每 个 半径 为 5 的 球 与 7 中 至 多 两 个 元 素 的 闭 


名 一 上 
包 有 交集 . 对 于 每 个 ye 已 , 则 ## { < VT iniyC)= 中 和 2". 于 
i=0 
是 
和 erg YD esf) 2" Ses/y), 
nl n-l VE 已 
Ce Vs yg Ce Vv br 
进而 


jn | > | —ne<nln2+ln > csnf(y) 


m1 VE 已 
Ce V T-in 
i= 


因此 
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n—l 
1 
iH (V 站 + /ar 
i=0 
4 nl 1 
—H, (Y 7 一 家 f saran 


1 5S, 
<e eo > nf(y) 
< 十 2 十 元 也 e 
yeE 


<et+ln2+ 了 PT 让 


令 n 一 00, 得 到 hb(T,n)+ | fdp < e+In2+P(T,f). 
使 用 & 与 了 的 关系 h,(T,&) < h,(T,n) 二 Hu(éIn), 进而 得 到 


h,(T,€) + / fdp 


< 本 + f fap+ Heh) 
< P(T,f)+ln2+e+a 
< P(T,f)+1ln2+2a. 


这 不 等 式 对 任何 连续 映射 :XX 一 XX 和 f e C(X) 均 成 立 . 将 了 换 
= 
成 T", 将 了 换 成 5,f = 》 ,fo7', 有 


t=0 
多 Wo 中 f ia] < nP(T, f)+1ln2+2a. 
上 式 两 边 同 时 除 以 n 并 令 n 一 o0, 得 到 
mT, ©) + /ansP 


于 是 
hi(T)+ / fdp < PUT, 有 


步骤 2 设 = > 0, 我 们 将 找 pe M(X,T), 满足 h( n+ f san> 
P(T, f,e). 据 此 即 知 
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sup {h(n) + jars MCT)} > PC 
设 E, 为 (X,T) 的 (n,e) 分 离 集 , 满足 
ln 3 esf >In Pa(T,f,e)—1. 


yEEn 


Snf(y) 
on = Tm 6 € M(X), 


2 


Pe 2 


i=0 
取 子 列 {nj}, 使 得 


lim LinP, (T, f,e) = P(T, f,e), 


jo0 Nj 
且 jn, 弱 * 收敛 于 某 个 测度 pe M(X). 由 定理 6.1.2 知 pe€ M(X,T). 
以 下 验证 hy(T) 十 / fdu > P(T, f,e). 

取 (X,B(X)) 的 分 解 5 = {41,…,A:}, 满足 diam4i < < 且 
j(94) = oi = 2 则 V Tri 中 每 个 元 素 包含 ,的 至 多 


i=0 


一 个 点 . 使 用 on 的 定义 和 引 理 8.2.1 得 到 


n=1 
Ho, (Y 站 十 Snfdon 
i=0 


=- 》， a(O) Jinon(O) -人 Sn am] 


ceVr- 二 
= >》 on(y)[Snf(y) — Inon(y)] 
VE 巨 " 


(Ee) 
yEE, 
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对 自然 数 n,g, 满足 0 < gq < n, 如 引 理 6.4.3 那样 对 每 个 0< j < gl 


定义 o0)= | 号, 风 


{0,1, ,no1}={i+ra+io rsa) -1,0gigg-1}UuS, 


其 中 5 = {0,1,…,j 一 1}U{j+a(j)q,j+a(j)q+l,.…,n—1}, #(S) < 29. 
现在 对 固定 的 0< ; < gq 一 1, 我们 有 


n—l a(j)-—1 g—1 
内 宇和 = Vm (VY re VVT- 
i=0 


i=0 i=0 IES 


于 是 


n—l 
In > ei = H,, Y | + /suam 
j=0 


yEEn 


a( 力 一 1 9 一 1 
< >» Hs es V rr) 
r=0 


i=0 


+H,, (Y re) + f sar 


kES 


a(7) 一 1 et 
ES (Y 站 +2glnk+ /syamv 


r=0 i=0 


令 j 从 0 变 到 94- 1 作 和 (不 等 式 右 端 可 添加 些 非 负 项 ), 得 到 


n—l 一 1 

gln > es"f(y) < > Hipo, (V re) + 2g? mp+a f sufdo. 
yEEn p=0 i=0 

回顾 定理 6.3.1 的 证 明 中 已 有 Hyta_pym(€) > pHi(€)+(1—p)Hm(é). 

不 难 将 这 个 性 质 推广 到 有 限 多 项 的 凸 组 合 情 形 . 注意 到 这 个 事实 并 在 

不 等 式 两 端 同时 除 以 n, 得 到 


q-—1 2 n—l 
2 Sn f(y) < -让 |+22_1 dL Si, 
im De SA cl VT €|+ nk+gq/f oom 


yEEn 
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对 于 所 选 定 的 子 列 {nj}, 并 注意 到 E,, 的 选取 , 有 


让 PB,(T he) -< po Des 
yEEn; 


gq—1 
< H,,, (Y 3 + mkta f taro, 


令 j 一 oo, 注意 到 jy(94;) = 0, 有 


q-—1 q—1 
lim H,, (VY -9 sy (Y 5 ; 
0 i=0 


q—1 


aP(T, fe) < H, (Vr <) ra fa 


0 


上 式 两 边 除 以 q, 再 令 4 一 co, 得 到 


P(T, fe) < hu(T€) + / fdp < hu(T)+ / jar 


于 是 


88.3 平衡 态 


定义 8.3.1 设 T:X 一 XX 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 连续 映射 ， 
f eC(X). 测度 je M(X,T) 称 为 f 的 平衡 态 , 如 果 


h(n) + fan = PC,1). 


如 果 将 f 视 为 观察 函数 ,将 P(T, f) 视 为 由 了 观察 到 的 系统 (X,7) 
的 复杂 性 态 , 则 这 观察 到 的 值 等 于 平衡 态 测度 / 的 米 加 上 f 关于 /的 
积分 (如 果 平 衡 态 测度 存在 的 话 ). 0 函数 的 平衡 态 (如 果 存 在 的 话 ) 就 
是 最 大 炳 测度 . 因此 , 平衡 态 是 最 大 炉 测 度 的 推广 . 后 面 我 们 会 给 出 一 
个 例子 , 说 明 平衡 态 测度 可 以 唯一 地 存在 . 为 此 , 我 们 先 介 绍 可 扩 系 统 
的 拓扑 压 的 计算 方法 . 
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定理 8.3.1 设 T 了 :XX 一 久 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 可 扩 同 胚 ， 
f EC(X). 如 果 a 是 X 的 一 个 生成 子 开 覆盖 , 则 


Bl) = Bim Linpa(T, fo}= limsup in gn(T., f, a). 


我 们 把 证 明 留 作 习 题 
例 8.3.1 对 Y = {0,1,…,k 一 1} 赋予 离散 拓扑 , 令 X = [[(Y,2”) 
并 赋予 乘积 拓扑 . 考虑 转移 同 友 a 


T:X—X, 


{zijz2 oo {rin} +%, 


即 (X,T) 即 为 由 大 个 符号 给 出 的 拓扑 系统 . 给 定 上 个 数 a0,a1,…， 
ak-1 € 肥 , 考虑 函数 ffzij+2) = azo. 易 知 f 是 连续 的 . 我 们 讨论 f 
的 平衡 态 及 其 唯一 性 . 

步骤 1 计算 拓扑 压 P(T, 7). 

用 a = {ho,41,…,Ar-1} 表示 X 的 自然 开 覆 盖 , 其 中 A; = 
{{z;}+ 名 |zo = 让 .了 在 4 上 取 常 值 a;. 注意 到 

n—l 


V Tia= {loi in-illio i ,in-1 € {0,1,.…7,k— 1})}, 
i=0 


对 于 zelioil,…,in-!] 有 


Snf (7) = Snf([ioia in-1) = Gio + + ain 
n—l 
再 注意 到 开 覆 盖 \ T-'a 没有 真子 覆盖 , 则 
i=0 
pn(T, f,a) = qn(T, f, a) 


= 和 infe(s)® 
r€B 


4 
BeV T-ia 
0 
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大 一 1 
区 bb eaio+…+ain_a 
iin-1=0 
大 一 1 
= > eaio . . .ein 一 1 


io, ,in-1=0 


= [er + e+ 二 ew-:]". 
应 用 定理 8.3.1 有 
P(T,f)= lim 1 Inpa(T, f,a) 二 ln(e® +e™ 十 … :十 ecok-1). 
mn 一 oo 几 


步骤 2 ”证 明 用 概率 向 量 


(po pk-1) = | 


给 出 的 乘积 测度 m (参看 第 1 章 ) 是 平衡 态 . 
事实 上 , mm 是 7 的 不 变 测度 , 在 第 3 章 中 已 经 证 明 


大 一 1 
hn(T) = — Dpilnp:. 
i=0 


由 引 理 8.2.1 有 
k—1 k—1 
hm(T)+ | fdm=— Piln pi 十 idm 
Le ma 

大 一 1 大 一 1 

= 一 > pi(a 一 npi)= 中 》 ee 
i=0 i=0 

= P(T,f) 


步骤 3 ”证 明 平衡 态 的 唯一 性 . 
在 符号 系统 中 , 自然 开 覆 盖 a 也 是 X 的 可 测 分 解 . 记 £ = a, 则 
< 是 X 的 生成 子 分 解 . 设 je M(X,T) 是 T 关 于 f 的 平衡 态 , 往 证 
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m= 人 . 令 pi=p(4i),0<igk 一 1, 则 由 引 理 8.2.1 有 
k—1 k—1 
jn e5 |=h,(T,é€) + | fap = h,(T,é) + id 
(5 ) 四 / 加 Eh oadp 
n—l 大 一 1 天 一 1 
-Hn (Y me) 二 oj < H,(é) + 》 ,ojpi 
7 ;3 


k—1 
-Dn —Inpi) < "(Fe : (3.1) 
2 
所 以 本 
H, (Y rt) fa nH,(é). 
i=0 
注意 到 


Hulé€ Vn)=H,(€) + Hy(n) 
>u(ANMC)=p(A) :1(C), vAEE, YC En. 


故 j 是 乘积 测度 . 由 (3.1) 式 可 知 


k—1 
> Pi(a: — Inpi) = " (30) 
j=0 


I= 


这 意味 着 (由 引 理 8.2.1) 4 在 4; 的 测度 为 


,i=0,1.k—l. 
De 
j=0 
故 /4 和 m 是 同一 个 概率 向 量 
ea eok- 
Rl Et 
ye" ye 


给 出 的 乘积 测度 , 因而 相等 . 
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88.4 习 题 


1. 证 明定 理 8.1.2. 
2. 设 了: 一 六 为 紧 致 度量 空间 X 上 的 可 扩 同 胚 , Fe C(X). 如 果 a 
是 X 的 一 个 生成 子 开 覆 盖 , 则 


PC 用 = ,lim, Linpn(T, f,0). 


13] 


14] 


15] 


16 


17] 
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